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1. FEJEZET
Grafikonok

A fejezetben a statisztikai adatokat a KSH kiadvanyaibdl valogattuk.

1.1. Abrazoljuk derékszogii koordindta rendszerben az aldbbi fiiggvényeket !
Rendeljiik minden egyjegyli pozitiv egész szamhoz
a) magait a szdmot;

b) a szam felét;

c) a szdm haromszorosat;

d) a szam ellentettjét;

e) a szam abszolit-értékét ;

f) a szdm reciprokat;

g) a szam négyzetgyokét;

h) a szdm osztéinak a szamat;

i) a szam pozitiv osztéinak a szamat;

j) a 0-t, ha a szam prim, egyébként 1-et;

k) azt a szamot, ahany bet{ibdl all a szam neve.

1.2. Egy kérhazi beteg testhomérsékletét kétoranként megmérték, a kapott értékeket az alabbi
tébldzatban lathatjuk.

\ id (6ra) | 8 | 10 |12 14 | 16 | 18 | 20 |22 |

| testhdmérséklet (°C) | 38,5 | 38,7 | 39 | 39,1 | 38,5 | 38,2 | 38,1 | 38 |

Szemléltessitk az adatokat példaul vonaldiagrammal! (Alkalmazhatunk kiilonb6zé abrazoléasi
moédokat.)

1.3. Osszefiiggd adatok szemléltetésére az OpenOffice.org Calc vagy a Microsoft Excel program
segitségével tobbféle diagram-tipust, ezeken beliil pedig kiilonféle altipusokat is alkalmazhatunk.
E programok pl. a kovetkezd diagram-lehet&ségeket kinaljak fel:

— oszlopdiagram (ezen beliil lehetséges altipusok: csoportositott, halmozott és 100

— savdiagram;

— grafikon;;

— kordiagram ;

— pont-; teriilet-; perec-; sugar-; feliilet-; buborék-; arfolyam-; henger-; kiip-; piramis-diagramok.

a) Egy-egy bemend adatsorral prébaljuk ki az 6sszes abrazolasi lehetéséget !

b) Elemeziink néhany ,csemegét”: 3D-oszlop; vonal térhatassal; 100%-ig halmozott teriilet;
torta; robbantott perec stb.

¢) Adjunk meg olyan adatokat, amelyek szemléltetésekor valamelyik moédszer lényegesen
elényosebb a mésiknal!

d) Egyes szemléltetési médokkal kénnyen ,manipuldlhatjuk” a kapott adatokat. Melyik dia-
grammal van erre lehetdség, és hogyan?
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1.4. Az aldbbi tadbldazatban Budapest jellemz6 hémérsékleti adatait tintettiik fel.

Hoémérséklet, °C | 2000 | 2003 | 2004 | 2005
kozepes 13,9 | 11,9 | 11,3 11
maximum 36,9 | 37,3 | 33,6 | 35,1
minimum -10,0 | -12,5 | -9,8 | -10,9
ingadozas

a) Toltsiik ki a tdblazat utols6 sorat!

b) Elemezziik a szimadatokat! Milyen tendencidk figyelhet6k meg a tablézat alapjan?
c) Abrézoljuk vonaldiagramon egy-egy év adatait!

d) Abrézoljuk vonaldiagramon a négy év egy-egy hémérsékleti jellemzdjét !

1.5. Az alabbi tablazatban a magyarorszagi népesség korcsoportok szerinti eloszlasat tiintettiik
fel (aktudlis év januar 1-i adatok). Elemezziik a szamadatokat! Milyen tendencidk figyelheték
meg a tablazat alapjan?

Korcsoport, | 2000 2005 2006 | ebbdl férfi, | ebbdl né,
év ezer {6 | ezer {6 | ezer {6 ezer {6 ezer f6
0-4 502 478 477 245 232
5-9 597 503 491 252 239
10 - 14 631 599 584 299 285
15-19 682 634 626 320 306
20 - 24 844 688 671 342 329
25 - 29 751 846 816 417 399
30 - 34 680 753 790 401 389
35 -39 621 679 704 356 348
40 - 44 757 614 605 300 5
45 - 49 811 738 695 337 358
50 - 54 671 779 794 377 417
55 - 59 618 635 664 307 357
60 - 64 526 574 567 249 318
65 - 69 502 474 481 195 286
70 - 74 434 428 420 161 259
75-179 335 338 341 120 221
80 - 84 130 225 227 71 156
85 - 89 97 69 82 23 59
90 - 33 44 42 11 31

a) Hasonlitsuk ssze néhany azonos korcsoportban a 2000., 2005. és 2006. évi adatokat!

b) Abrazoljuk mindhdrom évben a népesség nagysigat a korcsoportok fiiggvényében! (Alka-
lmazhatunk kilonbo6zé szemléltetési médokat.)

c) Abrézoljuk ugyanazon a grafikonon a férfiak és nék szamat 2006-ban, korcsoportonként!

d) Hogyan becsiilhetjiik meg a hdrom adatsor alapjan valamely korcsoport lélekszamanak
természetes fogyasat?

Erdekességképpen mellékeljitk a Magyarorszagra bevandorld, illetve a Magyarorszagrél kivan-
dorl6 kiilféldiek szamat korcsoportok szerint.

A Magyarorszagra bevandorlé kiulfoldiek szama korcsoportok szerint:
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Korcsoport, | 1999 2004
év

- 14 2375 1346

15 - 59 15 738 | 19 523

60 - 2038 1295

A Magyarorszagrél kivandorld kiilfoldiek szdma korcsoportok szerint:

Korcsoport, | 1999 | 2004
év

-14 78 173

15 - 59 2297 | 3138

60 - 85 155

1.6. Az alabbi tablazat az aktudlis év januar 1-i adatait tartalmazza. Milyen tendenciak figyel-
het6k meg a tablazat alapjan?

Tertileti egység Népesség, 2003., | Népesség, 2006., | Teriilet,
ezer 6 ezer 6 km?2
Bacs-Kiskun megye 545 538 8445
Békés megye 396 386 5631
Fejér megye 428 429 4359
Hajdu-Bihar megye 552 548 6211
Heves megye 325 321 3637
Komarom-Esztergom megye 317 316 2265
Pest megye 1106 1160 6393
Somogy megye 336 330 6036
Vas megye 267 264 3336

a) Valasszunk ki a felsoroltak koziil néhany megyét, s dbrazoljuk ezek népességét és teriiletét!
(Alkalmazzunk csoportositott oszlopdiagramot a megyék teriiletének nagysag szerint csokkend
sorrendjében.)

b) Abrézoljuk az egyes megyéket a népesség-teriilet grafikonon !

c) Mekkora az egyes megyék népsiirlisége? (Az el6z6 grafikonon kozvetleniil Gsszehason-
lithatjuk két megye népsiiriiségét. Hogyan?)

1.7. Az aldbbi tablazatban a kiilonb6zé tipust oktatasi intézményeket elvégzett didkok szamat
tintettik fel. Milyen tendencidk figyelheték meg a tablazat adatai alapjan?

Végzettség (ezer {6) 2001 | 2003 | 2004 | 2005

8 évfolyam 1193 | 116,6 | 118 | 120,3
gimnéaziumi érettségi 38 42,7 | 48,3 | 45,2
szakkozépiskolai érettségi | 50,9 | 46,5 | 44,7 | 43,4
fels6foki oklevél 474 | 52,8 | 53,5 | 57,2

a) Hény tanulé szerzett kozépiskolai érettségi bizonyitvanyt az egyes években?
b) Az &sszes megszerzett kozépiskolai érettségi bizonyitvany hény szdzaléka volt gimnaziumi
érettségi?
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c) Abrazoljuk az érettségi bizonyitvanyt szerzett didkok szdmét az egyes években! (Alka-
lmazhatunk kilénb6zé szemléltetési médokat.)

d) Hatédrozzuk meg az alap-, kozép- és felséfoku végzettséget szerzett didkok szdzalékos ardnyat
az Osszes végzettséget szerzd didk szamahoz képest! (Az adatok szemléltetésére alkalmazhatunk
példaul kordiagramot.)

1.8. Az alabbi tablazatban a kozépiskolai oktatassal, neveléssel kapcsolatos adatokat tintettiik
fel. Elemezzik az adatokat! Milyen tendencidk figyelheték meg a tdblazat alapjan?

febr.01 | 2003/2004 | m&j.04 | jan.05

iskolak szama 1576 1622 1652 1692

osszes tanulé (nappali + esti tagozat, 1000 {6) | 516,1 531,4 529 531,1
tanul6k szama (nappali, 1000 &) 420,9 438,1 438,7 | 441.1
osztalyok szama (nappali) 15 283 15 910 16 051 | 16 127

a) Hany esti tagozatos tanul jart kozépiskolai képzésre az egyes években?

b) Atlagosan hdny tanuléra jut egy pedagdgus?

c) Atlagosan hany tanuléra jut egy osztélyterem?

d) Mennyi volt az atlagos osztalylétszam az egyes években?

e) Abrazoljuk az a) - d) szdrmaztatott adatokat az egyes években! (Alkalmazhatunk kiilon-
b6z6 szemléltetési mdédokat.)

1.9. Az alédbbi tablédzatban az egyes intézmények hallgatéinak szdmat tiintettiik fel (ezer £6).

Intézmény febr.01 | 4pr.03 | m&j.04 | jin.05

Ovoda 342,3 | 3275 326 326,6
Altaldnos iskola 947 913 890,6 861,9
Szakiskola 133 134,8 135,3 135

Kozépiskola 516,1 | 531,44 529 531,1
Felsofoku iskola | 349,3 | 409,1 421.,5 24,2
Osszesen

a) Toltsiik ki a tdbldzat utolsé sorat, pl. az OpenOffice.org Calc vagy a Microsoft Excel
programot hasznélva!

b) Szemléltessiik az egyes intézmények hallgatéi szdmanak id6beli valtozasat! (Alkalmazzunk
kiilonb6z6 abrazoldsi médokat!)

c) Elemezziik az adatokat! Milyen tendencidk figyelheték meg a tablézat alapjan?

1.10. Andrés egy tablazatot taldlt a régi papirjai kozott. A tdbldzatban a Magyarorszagon
kiadott szépirodalmi kényvek szamat tiintették fel, a miivek miifaja szerint csoportositva. Sajnos,
a tablazat egyes celldiba irt szamok mar elmosddtak, olvashatatlannd valtak, ennek ellenére
Andras sikerrel valaszolt az aldbbi kérdésekre. Mik voltak a valaszai?

Miifaj 2001 | 2002 Példanyszam
(2002, ezer darab)
Verses mii, antolégia | 382 | 301 396
Regény, elbeszélés 1661 11150
Szinmi 63 65
Egyéb szépproza 204 | 198 495
Osszesen: 2244 12229
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a) Hany miivet adtak ki dsszesen 2001-ben?

b) Hany regény, illetve elbeszélés jelent meg 2002-ben?

c) Hény szdzalékkal valtozott 2001 és 2002 kozott a kiadott verses miivek, illetve antolégidk
szama?

d) 2002-ben az Gsszes kiadott miinek hany szdzaléka volt regény ?

e) A négy miifaji kategoria koziil melyiknek volt a legmagasabb a miivenkénti atlagos példanysza-
ma 2002-ben?

1.11. Az aldbbi tdblazatban — amely, az el6z6 feladatban szereplével ellentétben, mér nem
hidnyos — a Magyarorszagon kiadott szépirodalmi kényvek szdmat tiintettiik fel, miifajuk szerint
csoportositva. Milyen tendencidk figyelhetok meg a tablazat alapjan?

Miivek szama 2000 | 2003 | 2004 | 2005 | példanyszam (2005-ben, ezer db)
Verses mi, antologia | 410 | 341 | 427 | 428 376
Regény, elbeszélés 1362 | 1547 | 1549 | 1552 9435
Szinmi 55 59 87 63 118
Egyéb szépproza 223 | 180 | 252 | 259 491

a) Hény szépirodalmi miivet adtak ki Osszesen az egyes években?
b) A kiadott miivek hany szdzaléka volt szinmii az egyes években ?
c) Mennyi volt az egyes miivek atlagos példanyszama 2005-ben ?

d) A tabldzat alapjian szemléltessiik a kiadott szépirodalmi konyvek szdménak id6beli vél-
tozdsat! (Alkalmazhatunk kiillonb6z6 dbrézolasi médokat.)

1.12. Az alabbi tablazat a 2004-ben és 2005-ben legnagyobb példanyszamban megjelent tiz
orszdgos napilapot tartalmazza. Elemezziik az adatokat! Milyen tendencidk figyelheték meg a
tablazat alapjan?

Orszégos napilap (atlagos megjelenési példanyszam, ezer db)

Sajtotermék 2004 | 2005
Metro 316 | 345
Blikk 324 | 330

Népszabadsag 186 | 175
Nemzeti Sport | 121 | 110
Magyar Nemzet | 92 93

Mai Nap 87 49
Népszava 38 38
Magyar Hirlap 42 31
Expressz 30 28

Vilaggazdasag 16 17

a) Készitstink a tabldzat alapjan normal oszlopdiagramot a 2004-es év 6t legnagyobb napilapja
példanyszamanak feltiintetésével !

b) Készitsiik el a két évre vonatkozdan a halmozott, majd a 100%-ig halmozott oszlopdia-
gramokat is!

c) Készitsiik el a megfelel§ kordiagramokat az 6t legnagyobb napilap példényszdmdanak a
feltiintetésével !

1.13. Az alabbi tablazatban 1990-ben, 2001-ben és 2002-ben a Magyarorszagon kiadott szépiro-
dalmi konyvek szamat tintettiik fel, a szerzék allampolgarsaga szerint csoportositva. Elemezziik
az adatokat! Milyen tendencidk figyelheték meg a tablazat alapjan?
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Allampolgérsag | 2003 | 2004 | 2005 | példanyszim
(2005, ezer db)

amerikai (USA) | 475 | 621 | 651 5497
angol 126 99 138 534
cseh 9 25 25 79
francia 73 75 98 383
lengyel 8 8 13 22
magyar 1092 | 1177 | 1409 2614
német 117 | 111 | 105 503
olasz 23 16 32 150
OroSZ 7 22 35 79

Osszesen 2050 | 2319 | 2670 10 420

a) A felsorolt 9 orszagon kiviili szerz6kt6l hany mi jelent meg az egyes években?

b) Hany szézalékkal részesedtek az egyes nemzetiséges szerzéi 2005-ben a teljes példanyszam-
bél?

c) Mennyi volt az amerikai, angol stb. szerz6k miiveinek atlagos példanyszama 2005-ben ?

d) Abréazoljuk a magyar szerzék szépirodalmi miiveinek alakuldsét a harom évben! (Szemlél-
tethetiink kilonbo6zé dbrazolasi médokkal.)

1.14. Ko6zos koordinatarendszerben megrajzoltuk egy gyalogos, egy kocogd és egy kerékparos
ut-idg grafikonjat (lasd az 1. dbrat, ahol az egyes pontok koordinatéi: A(0;0), B(6;24), C(2;20),
D(2;0), E(4;36)).

s (km)

40 x

30 - i -
20

o

1.14.1. bra.

Elemezziik a grafikont! (Mi jellemzi az indulési idéket és a megtett utszakaszokat, mekkorak
a sebességek 7)

1.15. Az A és B varosokat 6sszekoté tton halad egy gyalogos, egy kocogd és egy kerékparos.
Az t-id6 grafikonon abrazoltuk a mozgasukat (lasd az 1. dbrat), ezek: az AFGH és BDE
torottvonalak, valamint az IC szakasz.

Jellemezziik a mozgasokat, s probaljuk meghatarozni az egyes talalkozési idépontokat!

1.16. Pisti fiirédni ment. Az 1. grafikonon a fiirdékaddban 1évé vizszint magassagat tiintettiik
fel, az eltelt id6 fiiggvényében. Mi torténhetett az egyes idészakokban ?

1.17. Az 1. 4t-idé grafikonon harom test mozgdsat abrazoltuk. Elemezziik a grafikont! (Mi
jellemzi az indulési idGket és a megtett utszakaszokat, mekkordk a sebességek?)
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1.18. Az 1 dbran harom filiggvény grafikonja lathaté. Mi a fiiggvények értelmezési tartomanya
és értékkészlete?

1.19. Az f fiiggvény képe a derékszogli koordinata rendszerben az AB és C'D szakaszokbdl all,
A(—=5;-8), B(2;7), C(3;3), D(6;11). Hatarozzuk meg a figgvény értelmezési tartomanyat és
értékkészletét, ha
a) A(=5;—3), B(~2; —1), C(1;0), D(
b) A(=5;-3),B(2;7),C(3;3), D(6;6
c) A(—5;-3),B(2;5),C(0;4), D(6; 7).

1.20. Mely pontban metszik a derékszogii koordinata rendszer y tengelyét az alabbi fiiggvények
gOrbéi?

6;11);
);

9

a) ()—256—5

b) b(z) = 5+3 x € [-2;2];
c) (m)—x — 222 — 6x;

d) d(z) = 22* + 23 — 422 + T2z — 6;

e) e(z) = (z+2)3, e {-2-1,01,2};
)=

f) f(z) = V223 — 4:62
g) g(x) 2x2—3z

1.21. Mely pontban metszik a derékszogi koordinata rendszer x tengelyét az alabbi fiiggvények
gbrbéi?

a) a(z) = 2z — 5;
) =

b) b(z) = -3z + /2, x € [-1;1];
¢) c(z) = —3x+\/_8, xe[-1;1];
d) c(z) =22 -9;

e) d(z) = V223 — 4a?;

f) efz) = 5555

g) f( ) x724 + 2790
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2. FEJEZET
Geometriai transzformaciok

2.1. Adott a P(4;1) pont. Hajtsuk végre a P ponttal az alabbi transzforméacidkat, s adjuk meg
P képének koordinéatait!

a) Tengelyes tiikrozés az = tengelyre;

b) tengelyes tikrozés az y tengelyre;

c) koézéppontos tiikkrozés az origora;

d) kozéppontos titkrozés a Q(2;6) pontra.

Oldjuk meg a feladatot P helyett az R(—4;6) ponttal is!

2.2. Adott a P(—5;2) pont. Hajtsuk végre a P ponttal az aldbbi transzformacikat, s adjuk
meg P képének koordinatéit!

a) A = 2 ardnyu nagyitas az origdbdl;

b) A = 3 ardnyt kicsinyités az origébdl;

c) A = —3 ardnyu nagyitds az orig6bdl;

d) )\ = 2 ardnyt nagyitds a C(—1; —2) pontbdl;

e) A = 1 ardnyt kicsinyités a C(—1; —2) pontbdl.

Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(4;6) ponttal is!

2.3. Adott a P(8;—5) pont. Toljuk el P-t a
a) (3;0); b) (0;-2); c) (1;2); d) (—100;211)
vektorral, s adjuk meg P képének koordinatait!
Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(—4;6) ponttal is!

2.4. Adott a P(10; —6) pont. Hajtsuk végre a P ponton azt a merdleges affinitast, amelynek
tengelye az = tengely, ardnya pedig

a) A =2 b) A =3 c) A= -2

Adjuk meg a P pont képének koordinatait!

Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(—4;6) ponttal is!

2.5. Alkalmazzunk olyan merdleges affinitdst, amelynek tengelye az y tengely, ardnya pedig
a) A =2; b) A= 1; c) \=-2.
Hatarozzuk meg a P(10; —6) pont képét ezeknél a transzformécioknal!

Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(4;6) ponttal is!

2.6. Adott a P(—5;—2) pont. Vetitsiik merélegesen P-t az
a) z; b) y
tengelyre, s adjuk meg P képének koordinatait!

Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(4;6) ponttal is!

2.7. Adott a P(5;2) pont. Forgassuk el P-t az origd koriil
a) 90°-kal; b) —90°-kal; c) 180°-kal
s adjuk meg P képének koordinatait!
Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(—4;6) ponttal is!

12



2 fejezet. Geometriai transzformacidk

2.8. Adott a P(5;2) pont. Forgassuk el P-t a O(10;6) pont koriil
a) 90°-kal; b) —90°-kal; c) 180°-kal
s adjuk meg P képének koordinatait!
Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(—4;6) ponttal is!

2.9. Adott a P(8;0) pont. Forgassuk el P-t az origd koriil
a) 60°-kal; b) 120°-kal; c) —60°-kal; d) —45°-kal; e) 135°-kal
s adjuk meg P képének koordinatait!
Oldjuk meg a feladatot P helyett a Q(0;12) ponttal is!

2.10. A derékszogli koordindta-rendszerben vegyiik fel az A(4;2) pontot. Az A pont y tengelyre
vonatkozo tiikkorképe legyen B, a B pont x tengelyre vonatkozé tiikorképe pedig C. Ezutan
valtoztassuk az A pont helyzetét (ezt mi a Geogebra program segitségével végezziik el)!

No

o
.

ar
nNo

2.10.1. abra.

a) Hogyan valtozik a B pont két koordinataja?

b) Hogyan valtozik a C' pont két koordinataja?

¢) Milyen sejtést fogalmazhatunk meg C koordindtdinak a véltozasa alapjan?
d) Prébéljuk igazolni a sejtést!

2.11. A derékszogii koordinata-rendszerben vegyiik fel az A(—4;2) és C'(3;0) pontokat. Az A
pontot tikrézzik az origéra, igy kapjuk a B pontot; majd a B-t tiikrozziik C-re, ekkor keletkezik
a D pont. Ezutdn véltoztassuk az A pont helyzetét (ezt mi a Geogebra program segitségével
végezziik el)!

N

[1&]

2.11.1. abra.

a) Hogyan valtozik a D pont két koordinataja?

14



2 fejezet. Geometriai transzformaciék

b) Milyen sejtést fogalmazhatunk meg D koordindtdinak a valtozésa alapjan?
c) Ezutan valtoztassuk a C' pont helyzetét az x tengelyen. Hogyan valtozik a D pont két
koordinataja? Ez alapjan milyen tjabb sejtést fogalmazhatunk meg?

2.12. A derékszogli koordindta-rendszerben vegyiik fel a P(—3;5) pontot, és az abra szerinti a és
b egyeneseket. (Az a egyenes merdleges az y tengelyre, és atmegy az A(0; 2) ponton; a b egyenes
meréleges az = tengelyre, és a B(1;0) ponton halad 4t.) Az a és b egyenesek metszéspontja a C'
pont. A P pontot az a egyenesre tiikrozve kapjuk a Q pontot; majd Q-t tiikrézve b-re, keletkezik
az R pont. Ezutan valtoztassuk a P pont helyzetét (ezt mi a Geogebra program segitségével
végezziik el)!

b

¥
Q

@lk
RO
=

2.12.1. abra.

a) Hatarozzuk meg @ és R kezdeti koordinatait! (Tehat amikor P koordinatai (—3;5).)

b) Hogyan valtozik P mozgatésakor az R pont két koordinataja?

c) Milyen sejtést fogalmazhatunk meg R koordindtdinak a valtozdsa alapjan?

d) Ezutén véltoztassuk az a egyenes helyzetét, példdul az A pont mozgatasival az = tengelyen.
Hogyan valtoznak a ), R pontok koordinatai?

e) Végiil valtoztassuk a b egyenes helyzetét, példaul a B pont mozgatasaval az y tengelyen.
Hogyan valtoznak ekkor a @), R pontok koordindtai?

f) Fogalmazzunk meg sejtéseket a fenti mozgatasok alapjan, s prébalkozzunk meg ezek iga-
zolaséaval!

2.13. A derékszogili koordinata-rendszerben vegyiik fel az A(—4;2) és B(3;0) pontokat. Alka-
lmazzunk A = —0,5 ardnyu origd centrumi kozéppontos hasonlésigot (ekkor az A pont képe
C), majd A = —2 ardnyu B centrumu kozéppontos hasonldosdgot (ekkor C képe D). Ezutan
valtoztassuk az A pont helyzetét (ezt mi a Geogebra program segitségével végezzik el)!

a) Hatérozzuk meg a C és D pontok kezdeti koordinatdit! (Tehat amikor A koordinétéi (—
—4;2).)

b) Hogyan valtoznak A mozgatdsakor C' és D koordindtéi?

c) Ezutan valtoztassuk a B pont helyzetét az x tengelyen. Hogyan véltoznak a C', D pontok
koordinatai?

d) Fogalmazzunk meg sejtéseket a fenti mozgatdsok s D koordindtdinak a valtozasa alapjéan,
és probalkozzunk meg ezek igazoldséval!

2.14. Adott két pont, A(8;3) és B(—4;7). Hatarozzuk meg az AB szakasz
a) hosszdt;
b) F felezépontjanak koordinatait;
c) az A végpontjahoz kozelebbi H harmadolé pontjanak a koordinatait!
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2 fejezet. Geometriai transzformacidk

nNo

P

no

2.13.1. abra.

d) Oldjuk meg az a-c) feladatokat A és B helyett az A/(—4;—6) és B/(8;1) pontokkal is!

2.15. Hajtsuk végre az 1. abran lathaté ABCD négyzettel az alabbi geometriai transzforma-
cidkat, s adjuk meg a keletkezett cstucsok koordinatait.

Bl ], C
A
9
el dafdo it ] 4
Al 1L D
2.15.1. 4bra.

A transzforméciok:

a) Tengelyes tiikrozés az = tengelyre;

b) kozéppontos titkrozés az origéra;

c) koézéppontos tikrozés a (2;3) pontra;

d) eltolas a (—1; —3) vektorral;

e)\= % aranyu merdleges affinitas, melynek tengelye az x tengely;

f) A = —2 ardnyu meréleges affinitds, melynek tengelye az y tengely;

g) forgatds 90°-kal az origd koriil;

h) forgatds —90°-kal a (2;3) pont koriil.

i) Oldjuk meg az a-h) feladatokat ABCD helyett az EFGH négyzettel, melynek csicsai:
E(-3;2), F(3;4), G(5;—2), H(—1;—4).

2.16. Adott az O(3;4) kozéppontu kor, melynek sugara 5 egység hosszi. Hajtsuk végre a korrel
az alabbi geometriai transzformaciokat, s hatarozzuk meg a keletkezett korok kézéppontjanak a
koordindtait, valamint a korok sugarainak a hosszat!

A transzformécidk: a) Tengelyes tiikrozés az y tengelyre;

b) kozéppontos titkrozés az origéra;

16



2 fejezet. Geometriai transzformaciék

c) koézéppontos titkrozés a (2;3) pontra;

d) eltolds az (1; —6) vektorral;

e)\= % aranyu meroleges affinitas, melynek tengelye az y tengely;
f) A = —3 ardnyd meréleges affinitds, melynek tengeyle az z tengely;
g) forgatas 90°-kal az origd koril;

h) forgatas —90°-kal a (—2; —3) pont koriil.

2.17. Hatarozzuk meg a derékszogii koordindta-rendszerben azon P(x;y) pontok halmazit,
amelyek koordinataira teljesiilnek az alabbiak:

a) z=1; b) y < —4; c)z-y>0;
d) 2% +y? = 0; e) z+y=0; f) 22 —y% = 0;
g)zx>0ésx+y=1; h) |z +y| < 2; i) [z] + |y| = 4;

J) |#[ =1 vagy |y| = 1.

Tiikrozzik a ponthalmazokat elészor az x, majd az y tengelyre, végiil az origéra (ez hirom
kiilonbozo feladat). Az igy kapott ponthalmazokat (alakzatokat, gorbéket) adjuk meg egyenlettel
vagy egyenlGtlenség segitségével!
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3. FEJEZET
Geometriai transzformaciok (teszt)

3.1. (M) A derékszogli koordinata-rendszerben adott a P(20;7) pont. A P ponttal a kévetkezd
transzformacidkat hajtjuk végre:

— (1) Tengelyes tiikrozés az x tengelyre — a transzformécié eredménye az X pont;
— (2) tengelyes titkrozés az y tengelyre — a transzforméacié eredménye az Y pont;

— (3) kozéppontos tiikrozés az origéra — a transzformécié eredménye a @ pont;
- 4)

4) kozéppontos tiikrozés a C'(—4;11) pontra — a transzformacié eredménye az R pont.

Az alabbi allitasok a P pont képének a koordindtaira vonatkoznak. Melyik helyes az allitasok
koziil ?

A)
X(20;7),Y (—20;7), Q(—20;7), R(—20; —14)
B)
X(20; —7), Y (—20;7), Q(—20; —7), R(—28; 15)
C)
X(20;—7),Y (20;7), Q(—20; —7), R(—28; —14)
D)

X(20;—7), Y (=20:7), Q(—20;7), R(—28; 15)
E) Egyik sem.

3.2. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben adott a P(—20;8) pont. A P ponttal a kvetkez6
transzformacidkat hajtjuk végre:

1) A = 2 ardnyn nagyitds az origébdl — a transzforméacié eredménye az A pont;
2) A = —0,5 ardnyu kicsinyités az origébdl — a transzformécié eredménye a B pont;
)

4) X = % aranyu kicsinyités az R(—2;—4) pontb6l — a transzformécié eredménye a D

pont.

— (
— (
— (3) A = —2 ardnyt nagyitds a Q(7; —4) pontbdl — a transzformacié eredménye a C' pont;
- (

Az alabbi allitasok a P pont képének a koordinatdira vonatkoznak. Melyik hamis az allitasok
kozul?

A) A(—40;16) B) B(10;-4) C) C(61;-27) D) D(-8;0)

E) Egyik sem.

3.3. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben adott a P(—20; —8) pont. A P pontot eltoljuk a
(6;0) vektorral; az igy kapott A pontot eltoljuk a (0; —3) vektorral; végiil az igy kapott B pontot
eltoljuk az (5;9) vektorral, s kapjuk a C pontot. Az aldbbi allitdsok a pontok koordindtdira
vonatkoznak. Melyik igaz az allitdsok koziil?

A) Az A tukorképe az x tengelyre a (14;8) pont. B) B(-—14;-10) C) C(—9;-2)
D) B tiikorképe az y tengelyre a (14;10) pont. E) Egyik sem.
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3 fejezet. Geometriai transzforméacidk (teszt)

3.4. (M) A derékszogli koordindta-rendszerben adott a P(—20;—8) pont. A P ponttal a
kovetkezo transzforméacidkat hajtjuk végre:

— (1) A = 2 ardnyt meré&leges nyujtas (affinitds) az x tengelyre — a transzformécié eredménye
az A pont;

- (2) A = 0,5 ardnyu mer6leges zsugoritas (affinitds) az x tengelyre — a transzformacio
eredménye a B pont;

- (3) A = —0,2 ardnyd merdleges zsugoritas (affinitds) az y tengelyre — a transzformécié
eredménye a C' pont;
— (4) A = —1 ardnyd meréleges affinités el6bb az x tengelyre, majd a P pont képére A = —1

aranyu meréleges affinitas alkalmazédsa az y tengelyre is — a transzformacié eredménye a
D pont.

Az alabbi allitdasok a P pont képének a koordinataira vonatkoznak. Melyik hamis az allitasok
koziil ?
A) A(—20;-16) B) Az AB tavolsdg 12 egység.
C) C(4-8) D) P kozéppontos tikorképe az origéra D.
E) Egyik sem.

3.5. (M) A derékszogli koordindta-rendszerben adott a P(—13;7) pont. A P ponttal a kovetkez
transzformacidkat hajtjuk végre:

— (1) Merd6leges vetités az x tengelyre, majd eltolds a v(12;3) vektorral — a transzforméciok
szorzatdanak az eredménye az A pont.

— (2) Eltolas a v(12;3) vektorral, majd merdleges vetités az x tengelyre — a transzforméciok
szorzatdnak az eredménye a B pont.

— (3) Merdleges vetités az y tengelyre, majd eltolds a v(12;3) vektorral — a transzforméciok
szorzatanak az eredménye a C pont.

— (4) Mer6leges vetités az y tengelyre, majd tilkkrozés az x tengelyre — a transzformacio
eredménye a D pont.

Az alabbi allitasok a P pont képének a koordinatdira vonatkoznak. Melyik hamis az allitasok
koziil ?
A) A(-1;3) B) (C(12;10) C) D(0;0), fiiggetleniil P kezdeti helyzetétél. D) A
és B megegyezik. E) A meréleges vetités nem kolesonosen egyértelmii transzformacio.

3.6. (M) A derékszogli koordindta-rendszerben adott a P(12; —7) pont. A P ponttal a kovetkez
transzformacidkat hajtjuk végre:

— (1) Forgatas az O origd koriil 90°-kal — a transzformécié eredménye az A pont.
— (2) Forgatas az O origd koriil 180°-kal — a transzformécié eredménye a B pont.

— (3) Forgatas az O origé koriil 270°-kal — a transzformdci6 eredménye a C' pont.

Az alabbi allitdsok a P pont képének a koordinataira vonatkoznak. Melyik hamis az allitasok
kozil ?

A) A(7;12) B) B(-12;7) C) Caz A pontnak O-ra vonatkozo6 kézéppontos titkorképe,
fiiggetleniil P kezdeti helyzetétdl. D) A P pont origd koriili, —90°-o0s elforgatottja mege-
gyezik C-vel. E) Egyik sem.
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3 fejezet. Geometriai transzforméacidk (teszt)

3.7. (M) A derékszogl koordindta-rendszerben adottak a P(8;3) és (2;5) pontok. A P ponttal
a kovetkezd transzformaciokat hajtjuk végre:

— (1) Forgatas a @ pont koriil 90°-kal — a transzformacié eredménye az A pont.
— (2) Forgatas a @ pont koriil 180°-kal — a transzformécié eredménye a B pont.
— (3) Forgatas a @ pont koriil 270°-kal - a transzforméaci6é eredménye a C' pont.

Az alabbi allitdsok a P pont képének a koordinataira vonatkoznak. Melyik hamis az allitasok
koziil ?

A) A(4;11) B) B(—4;7) C) C(0;-1) D) C az A pontnak Q-ra vonatkozd
kozéppontos tiikorképe, fiiggetlentl P kezdeti helyzetétol. E) Egyik sem.

3.8. (M) A derékszogli koordinata-rendszerben adott a P(10;0) pont. Forgassuk el P-t az origd
koriil 60°-kal. Mik az {gy kapott P’ pont koordinatai?
A) P'(10;5) B) P'(5;10) C) P'(5—-10V3) D) P'(5;5V3)

E) P'(5-5V3)
3.9. (M) A derékszogli koordinata-rendszerben adott a P(0;10) pont. Forgassuk el P-t az origd
koriil 135°-kal. Mik az igy kapott P’ pont koordinatai?

A) (—10v/2; -10V?2) B) (10v/2;-10v?2) C) (—5v2;5V?2)

D) (-5v2; —%) E) Egyik sem.

3.10. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben adott a P(12;6) pont. Forgassuk el P-t az
origd koriil —60°-kal. Mik az igy kapott P’ pont koordindtdi?
A) (—6;12) B) (6 —4v/3;6/3+4) C) (6+4V3;—6V3+4)

D) (-3V3;63) E) Egyik sem.
3.11. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben adott a P(—10;6) pont. Tikrozziikk P-t az

A(0; 3) pontra, képe P'; majd a P’ pontot tiikrozziik a B(0; —3) pontra, igy kapjuk a P” pontot.
Az alabbi allitasok koziil hdny hamis?
— (1) A P’ pont koordinétai (10;0).
— (2) A P” pont koordinétai (—10; —6).
— (3) A PP'P” hdromszog egyenld szaru.
— (4) A P" pont a P pont x tengelyre vonatkoz6 tengelyes tiikorképe, fiiggetleniil P kezdeti
helyzetétol.
— (5) A P” pont a P pont vektorral eltolt képe, fliggetleniil P kezdeti helyzetétdl.
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

3.12. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben adott a P(—12;6) pont. Alkalmazzunk A\ =

= % ardnyu kozéppontos hasonlésdgot az A(0;3) centrummal (ekkor a P pont képe P’); majd

alkalmazzunk p = 3 ardnyd kozéppontos hasonlésdgot a B(0; —3) kozépponttal, ekkor P’ képe
P’". Az alabbi 4llitdsok koziil hany igaz?
— (1) A P’ pont koordinétai (—4;4).

— (2) A P” pont koordindtai (—12;18).
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3 fejezet. Geometriai transzforméacidk (teszt)

—
,(4
= (

3) A PP'P" és AP'B haromszogek hasonldk, a megfelel$ oldalak ardnya 1 : 3.

) A P” pont a P pont 9AB vektorral eltolt képe, fiiggetleniil P kezdeti helyzetétél.
5) Ha [Au = 1, akkor a két transzformdacié eredménye egybevigdsagi (tavolsigtartd)
leképezés, fliggetleniil az A és B pontok kezdeti helyzetétdl.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

3.13. (M) A derékszogli koordinata-rendszerben adott két pont, A(12; —8) és B(—6;16). Az
alabbi allitasok koziil melyek igazak?

A

D)

)

1) Az AB szakasz hossza 20 egység.

2) Az AB szakasz F felez6pontjanak a koordinatai (3;4).

4) Az AB szakasz A végpontjahoz kozelebbi H harmadolépontjédnak a koordinétéi (6;0).

—
—
— (3) Az AF szakasz hossza 10 egység.
-~ (
-~ (

)
)
)
5) A H B szakasz hossza 20 egység.

(2) és (4) B) (2), (4) és (5) C) Csak (5) hamis.
1), (2) és (3) E) Csak (2) hamis.

3.14. (M) Az O(—2;9) kozéppontt, 5 egység sugari k kort tiikrozziikk a C(1;6) pontra, igy
kapjuk a k' kort. Az alabbi dllitdsok kozott hény igaz allitds van?

— (1) Az A(2;6) pont rajta van a k koron.

A

—
-3
—
—

)

2) A K kor kozéppontja (4;3).
A B(7;7) pont rajta van a k' koron.

4) A k és k' korok teriilete megegyezik.

)
)
)
5) A k' kor atmegy az origon.

1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

3.15. (M) A derékszogli koordindta-rendszer P(x;y) pontjain hdrom halmazt definidlunk:

A= P(z;y)iz-y <0, B=Plx;y)z®-y>>0; C=P(z;y);la| =2.

Az alabbi éllitdsok kozott hany hamis allitas van?

— (1) Egyik ponthalmaz sem korlatos.

A

)

2) A C B.

3) C CB.

4) A C halmaz képe két egyenes.

6) Barmely — az x, y tengelyekkel nem parhuzamos — egyenesnek van kézos pontja B-vel.

7) Barmely — az x, y tengelyekkel nem parhuzamos — egyenesnek van kozos pontja C-vel.

- (2)
-3
- (4)
— (5) Van olyan egyenes a koordindta-rendszerben, amelynek nincs kozos pontja A-val.
- (6)
- (M
- (®)

8) A B (B komplementer halmaza) az x tengely.
0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4
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4. FEJEZET
Linearis fiiggvény

Ahol kiilén nem jelezziik, ott a fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok leheté leg-
bévebb részhalmaza.

4.1. Vazoljuk az aldbbi fiiggvények grafikonjat!

a) a(x) = 0; b) b(z) = —3; c) c(x) =z +2,5; d) d(z) = %x - 3;
e) e(x) = —2x + 5; f) f(z)=—32+1.

g) Hogyan helyezkednek el az a)-f) feladatrészekben kapott fiiggvénygorbékhez képest az
A1(2;1), As(6; -3), Az(—4;-1), A4(10000; 20000),

As(—10000; 20000)

pontok? (Melyik pont van az adott gorbe ,felett”, a gorbe ,alatt”, vagy esetleg rajta a gor-
bén?)

h) A P(3;y) pont masodik koordindtdjat nem ismerjik. Mit allithatunk y-rél, ha a P pont
rajta van az a)-f) feladatrészekben adott fiiggvény grafikonjan? Adjunk valaszt kiilon-kiilon mind
a hat esetre!

Mely y értékekre lesz P a gorbe ,felett”, illetve a gorbe ,alatt” az a) - f) esetekben?

i) Oldjuk meg a h) feladatrészt P helyett a Q(—4;y) pontra is!

j) Oldjuk meg a h)-i) feladatokat, ha most a P, @ pontok els6 koordinatait nem ismerjik.
Legyen példaul P(z;5) és Q(x; —4)!

4.2. Abrazoljuk az f(x) = ma fiiggvény grafikonjat, ha
a) m= —4, b) m = —1, c) m = 0,5, d) m=2.
Mi a kapott fliggvénygorbék kozos jellemzdje?

4.3. Abrazoljuk az f(z) = x + b fiiggvény grafikonjat, ha
a)m= -2, b) m =0, c) m=0,7, d) m = 3.
Mi a kapott fliggvénygorbék kozos jellemzdje?

4.4. A derékszogi koordindta-rendszerben vegyiik fel az A(0;2) pontot, majd ezen keresztiil az
1 meredekségli e egyenest (ez az egyenes az x tengelyt a B pontban metszi). Ezutan valtoztassuk
az A pont helyzetét az y tengelyen (ezt mi a Geogebra program segitségével végezziik el) gy,
hogy a rajta atmend e egyenes meredeksége ne valtozzzék! Mi jellemzi az igy kapott egyeneseket ?
Hogyan mozog a B pont?

4.5. A derékszogli koordinata-rendszerben vegyiik fel az y = —2x + b egyenletli egyenest, ahol
b = —4. Ezutén b értékét valtoztassuk rendre b = —1; b = 2; b = 5-re. (Ezt mi a Geogebra
programban, egy cstszka segitségével végezziik el.) Mi jellemzi az igy kapott egyeneseket ?

4.6. A derékszogii koordinata-rendszerben vegyiik fel a y = mx + 1 egyenlet{i egyenest, ahol
m = —0,5. Ezutan valtoztassuk m értékét! Legyen rendre
a) m=0,5, b) m=1, c) m =15, d) m=2!
(Ezt mi a Geogebra programban, egy cstszka segitségével végezziik el.) Mi jellemzi az igy
kapott egyeneseket ?
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4 fejezet. Linearis fiiggvény

2
A
B
g4 /o d (
2
A
4.4.1. 4bra.
2
6 4 2 ]
)
4=b
4.5.1. abra.

4.7. Abrézoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben a h(z) = c¢(z — 2) alaki fiiggvényeket,
ahol rendre
a) c=—1, b) ¢ =0, c) c=1, d) ¢ =2!
(Ezt mi a Geogebra programban, egy cstszka segitségével végezziik el.)

a) Mi jellemzi az igy kapott egyeneseket ?
b) Milyen sejtést fogalmazhatunk meg az egyenesek illeszkedésével kapcsolatban ?

c) Igaz-e a sejtés tetszbleges ¢ valds szam esetén?

4.8. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fiiggvények értékkészlete?
a) x € [-5;2], a(z) = 3.
b) z € [-4;3], b(z) = —32 + 1.
¢) clx) = 3z, haxz>0;
N 0, hax<0.
2 1
zxr— 3, hab<a<§;
_) 3T 3 =%
d) d(z) { z—2, ha8<az<l1l.
1 2
_ ) sr—3%, ha2<z <5
e e)=9 " 1 tas<z<s
f) f:x — xz+3, haxe{-1;0;1;2;3;4}.

4.9. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fiiggvények értékkészlete?

a) a(z) = &2, b) b(x) = %’
c) c(z) = %, (z € [-3:4]),

2



4 fejezet. Linearis fiiggvény

i
2
cg o )] i
2
vl
4.6.1. abra.
2
c+ 1
6 4 2 0
2
A
4.7.1. abra.
2 9— 2 2
d) d(w) = =D e) e() = Gy

4.10. Mi az 1. abran lathaté a—d figgvények hozzarendelési szabalya?

4.11. Az x és y mennyiségek egyenesen aranyosak egymassal. Melyik grafikon dbrazolhatja ezt
a fiiggvénykapcsolatot 7 Mennyi az aranyossagi tényez6 az egyes esetekben?

4.12. Adjunk meg olyan képleteket, amelyek segitségével a Celsius-homérd, a Fahrenheit-hémérd
és a Réaumur-héméré értékeit atvalthatjuk!

— A Celsius-skalan 0° C jeloli a viz fagyaspontjat, 100° C a forraspontjat;

— ugyanezen értékek a Fahrenheit-skaldn 32° F, ill. 242° F;

— ugyanezen értékek a Réaumur-skalan 0° R, ill. 80° R;

— tovabba mindhérom skéla linearis beosztas.

Egyenesen aranyosak a Celsius-, a Fahrenheit-, illetve a Réaumur-fokban mért értékek?

4.13. Hatarozzuk meg, hogy milyen homérsékletnél lesz a Fahrenheit-fokban mért homérséklet
mérészama

a) 10-szer; b) 5-szor; c) 2-szer

akkora, mint a Celsius-fokban mért hémérséklet mérészama. A kapott eredmények alapjan
el6szor becsiiljik meg, majd szamitsuk is ki, hogy milyen homérsékletnél lesz a Fahrenheit-fokban
és a Celsius-fokban mért hémérséklet mérészama egyenld. Milyen érdekességet tapasztalunk?

4.14. Kozos koordindtarendszerben megrajzoltuk az egy helyrdl indulé, egyenletes sebességgel
haladé kerékpar, motorkerékpar és személygépkocsi 1t-id6 grafikonjat.
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4 fejezet. Linearis fiiggvény

7 Q
a
b a
C
A
2
6 4 2
2
4.10.1. abra.
d
e Q
b a
C \\a
)
dg | 14 | | )
4.11.1. abra.

Jellemezziik a gorbéket!

a) Melyik gorbe melyik jarmiihoz tartozik ?

b) Mekkora az egyes jarmiivek atlagsebessége?

c) Mi a jarmiivek indulési sorrendje?

d) Mikor taldlkoztak egymaéssal az egyes jarmiivek?

4.15. Egy r sugari kérbe irt szabélyos haromszog keriilete k.
a) Hogyan fiigg m-t6l a k értéke? Hatdrozzuk meg a fiiggvénykapcsolatot!
b) Egyenes ardnyossdg-e a kapott fiiggvény ?
Oldjuk meg a feladatot haromszog helyett az r sugart korbe irt szabélyos n-szoggel, ha
b) n = 4; c)n=6; d) n =8; e)n=12.

4.16. Az f fiiggvény képe a derékszogii koordinata rendszerben az A és B ponton atmend
egyenes, A(—2;2), B(4;8).

a) Adjuk meg a figgvény hozzdrendelési szabélyat!

b) Mely pontban metszi az egyenes az = és melyikben az y tengelyt?

D TAS



4 fejezet. Linearis fiiggvény

s (km)

500
400
300
200 EEEE
100 —
— t (6ra)
0 2 4 6 8 10

4.14.1. abra.

4.17. frjunk fel eloszor s = At, majd s = At + B alakd linedaris ut-idé kapcsolatot az alabbi,
két mérési adatpart tartalmazé tablazat alapjan, s magyardazzuk meg a kapott eredményt:

t(s) | 112
s(m) | 3|6

4.18. Van-e olyan f(x) = ax + b alaku fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

a) f(0) =—3¢s f(4) =5; b) f(=1) =5 és f(4) = 5;

c) a fliggvénygorbe athalad az A(—6;1), B(9;6) pontokon;

d) a figgvénygorbe athalad az A(—6;1), B(9;6), C'(21;8) pontokon?

e) Véltoztassuk meg a d) feladatban C' mésodik koordinétéjat agy, hogy az f(x) fiiggvénygorbe
athaladjon mindharom ponton!

f) Mely pontban metszik az igy kapott gorbék az x tengelyt?

4.19. Az orszagit mentén fekvé A és B varosok tévolsaga 210 km. Reggel 8 érakor elindul
A-b6l B-felé egy kerékparos vy = 15 km/h atlagsebességgel, 9 érakor B-bél A-felé egy méasik
kerékpéros, vy = 30 km/h atlagsebességgel.

a) Abrézoljuk a két kerékparos mozgasat ut - idé grafikonon!

b) Mikor taldlkoznak a kerékpérosok?

c) Oldjuk meg az el6z6 feladatokat akkor is, ha a kerékparos A-bél nem B varos felé, hanem
azzal ellentétes irdnyban indul el!

4.20. Az f fiiggvény képe a derékszogii koordinédta rendszerben az AB szakaszbdl all, A(—5; —
—2), B(4;16). Adjuk meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

4.21. Az 1. dbrén a f(z) = ax — 2a + 1 fuggvény grafikonja lathat6é az a = —1.5 esetben. Vél-
toztassuk a értékét! Rajzoljuk meg kozos koordinatarendszerben az alabbi értékeknek megfelelo
eseteket !

a) a = —2,5; b) a = —0,5; c) a=0,5; d) a=15.

(Hasznalhatjuk a Geogebra programot is.)

a) Milyen sejtést fogalmazhatunk meg az egyenesek illeszkedésével kapcsolatban ?

b) Igaz-e a sejtés tetszéleges a valds szam esetén?

4.22. Vegyiik fel a derékszogli koordinata-rendszerben az A(3;2) pontot, valamint az O origén
és az A ponton atmend a egyenest. Szerkessziink az origbban merélegest a-ra, igy kapjuk a b
egyenest; ezen pedig ugy vegyiik fel a B pontot, hogy OA = OB teljesiiljon (1. dbra). (A B
pont két lehetséges helyzetébél mi azt valasztottuk, amikor az AOB irdnyitott szog 90°.) Ezutan
valtoztassuk az A pont helyzetét! (A szerkesztést a Geogebra program segitségével végezziik el.)
a) Hogyan médosul az a és b egyenesek egyenlete, valamint a B pont két koordinataja?
b) Milyen sejtést fogalmazhatunk meg az a és b egyenesek meredekségével kapcsolatban ?
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4 fejezet. Linearis fiiggvény

N

[\&]

4.21.1. abra.

oy

o
BN

o
o

4.22.1. abra.

4.23. Melyik igaz és melyik hamis az aldbbi allitasok koziil a derékszogii koordinata-rendszerben ?

a) Ha két egyenes parhuzamos, akkor meredekségiik megegyezik.

b) Ha z és y egyenesen ardnyos mennyiségek, akkor a két mennyiség kozotti fiiggvénykapcsolat
képe egy egyenes.

c) Ha az x és y mennyiségek kozotti figgvénykapcsolat képe egy egyenes, akkor z és y egye-
nesen aranyos mennyiségek.

d) Az f(z) = mzx + b fuggvénykapcsolat képe minden m és b esetén egyenes.

e) Minden egyenes egyenlete y = ma + b alaki.

f) Barmely egyenesnek van meredeksége.

g) Ha két merdleges egyenes meredeksége my és mao, akkor mj - mg = —1.

h) Ha az my és az mo meredekségii egyenes meréleges egymaésra, akkor my - mg = —1.

4.24. Mekkora szoget zarnak be az x, illetve az y tengellyel az aldbbi egyenesek?

a) y = ;
b) y = —z + 2;
c) x = —2;
d) y =z —1;

e) y=—v3zx+15.

4.25. A derékszogii koordinata-rendszerben vegyiik fel az A(0; —3) és B(4;3) pontokat, majd
vegyiik fel az A és B pontot 0sszekéto e egyenest.
a) Hatédrozzuk meg az e egyenes egyenletét!

IR



4 fejezet. Linearis fiiggvény

vy}

N

[\&]

S

4.25.1. abra.

b) Valtoztassuk a koordinata-rendszerben a B pont helyzetét (ezt mi a Geogebra program
segitségével végezziik el). Hatdrozzuk meg az igy kapott egyenes egyenletét!

c) Valtoztassuk az A pont helyzetét az y tengelyen, s hatdrozzuk meg az ekkor kapott egye-
nesek egyenletét is!

d) Most A és B a koordinata-rendszer tetszéleges racspontjai lehetnek. Adjuk meg az A és B
pontot 0sszekétd egyenes egyenletét, s mikdzben a pontok helyzetét valtoztatjuk, elemezziik az
egyenes egyenletének a valtozasat!

4.26. Abrizoljuk az aldbbi ponthalmazokat a derékszogii koordingta-rendszerben:
a) r =3, hax < —4;
b) x =3, hay < —4;
c)x+y<l;
d) (z —y)(x—1) =0;
e) (x—1)2+ (y — 1)? = 0
x .
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4 fejezet. Linearis fiiggvény
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5. FEJEZET
Linearis fiiggvény (teszt)

5.1. (M) Az aldbbi kifejezések koziil hany elséfoki ?

(1) 22 + 3y + 42— 1 (2) zy + 2 (3) |l —2/ -3 (4) Z+32—y
(5) 2z + 3 — 4 6) & +2y—3

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1
5.2. (M) Az alabbi a — d fiiggvények kozott hany linearis fiiggvény taldlhat6?
Na:y=2x—-3 (2)b:5-2y+4=0

B)c:y=3 4)d:y=-03zr+2,ha -3 <z

A) 0 B) 1 c) 2 D) 3 E) 4

5.3. (M) Az alédbbi a — d egyenletek kozott hany olyan van, amely a derékszogii koordinata-
rendszerbeli egyenesnek az egyenlete?

(Na:y=—-2x+1,3,haz>2 (2)b:—x+05y+3=0
B)c:y=-23 4)d:z=-1"7
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

5.4. (M) Adott a P(8;—13) pont, valamint az e : y = max + b egyenes. Az alabbi allitasok koziil
hany igaz?

— (1) Ha m = —2 és b = 4, akkor az e egyenes atmegy P-n.

(

—~ (2) Ham = 0,5 és b = —15, akkor a P pont az e egyenes ,alatt” van.
— (3) Barmely m értékhez talalhat6 olyan b, amelyre az e egyenes dtmegy P-n.
- 4)

(4) Az y tengely barmely B pontjan athaladhat az e egyenes ugy, hogy dtmegy a P ponton

1S.

— (5) Az x tengely barmely C' pontjén athaladhat az e egyenes gy, hogy dtmegy a P ponton

1S.

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

5.5. (M) A derékszogli koordindta-rendszerben adott harom egyenes: e : y =3z +1; f:y =
=10z — 4 és g : y = —0,5z + 1; valamint adott hdrom pont: A(2;10), B(—1;—14) és C(—8;5).
Az aldbbi 4llitasok koziil hany igaz?

— (1) Az egyenesek kozott nincs parhuzamos.
2) Az A pont mindharom egyenes ,felett” van.

—

— (3) A B pont rajta van valamelyik adott egyenesen.
— (4) A g egyenes athalad valamelyik adott ponton.
—

)
)
)
5) A hirom egyenes altal kozrefogott hdromszog nem tartalmaz racspontot.

A

~—

5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1
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5 fejezet. Linearis fiiggvény (teszt)

5.6. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben adott négy egyenes: a : y =2z +3;b:y = —
—05x—2;¢c:y=—-05bx+1;ésd:y=x+1. Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

1) Az egyenesek kozott vannak azonos tengelymetszetiiek.

2) Az egyenesek kozott vannak azonos meredekségiiek.

-
-2
— (3) Az egyenesek kozott vannak parhuzamosak.
— (4) Az egyenesek kozott vannak merélegesek.

— (5) Van olyan pont, amelyre harom egyenes illeszkedik.
- (6) A

6 (0; —1) pont mindegyik egyenes ,alatt” van.

A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2

5.7. (M) A derékszogii koordindta-rendszerben adott két egyenes: e : y = 0,5z +1; f 1y = —
—3x + 15. Az alabbi allitdsok kozil hany igaz?

— (1) Az e egyenes y tengelymetszete +1.

— (2) Az f egyenes z tengelymetszete (0;5).

— (3) Ha a két egyenes metszéspontja M (p;q), akkor p+ ¢ = 7.

— (4) Az e egyenes z tengelymetszete x = —2-nél van.

— (5) Az f egyenes és a koordindta-tengelyek dltal bezdrt hdromszog teriilete 75 egység.
A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

5.8. (M) Az 1. dbrén az a,b, ¢ fiiggvények képe lathatd, az allitasok a fiiggvénygorbék egyen-
leteire vonatkoznak. Melyik helyes koziiliik ?

Y
\\ B
\\\
\\q
~ \\ T
6 AT | SRS SRR (
\2\ S
; i
4 i i\\
Sy
a c b
5.8.1. abra.
A) a:y=x+3;b:y=—x—2 B) a:y=2rx+3;c:y==x
C) b:y=—-0br+2;c:y=x+1 D) a:y=2x+3;c:y=—x+1

E) b:y=-0b5x—2c:y=x+1
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5 fejezet. Linearis fiiggvény (teszt)

5.9. (M) Az aldbbi osszefiiggések kozott hany olyan van, amelyben a két valtozoé = és y men-

nyiség egyenesen ardnyos egyméssal? (1) y =2x; 2) y = —04z; 3) y =z + 3; (4)
y+7x=0; (5) zy = 6; (6) %:11
A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

5.10. (M) Az 1. dbrén lathaté a — d grafikonok kozil hény édbrazol egyenes ardanyossagot ?

c Y d
a3 . ,,' oee b
\\ J // 7
N r 7/ 7
as: ) e /7
v
N Kt 7/
N R 7
St 1%
! X
SRR T SERL £ SR g
. 7
7/
v
g7
o7 a
Y
/l:
5.10.1. abra.
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

5.11. (M) A derékszogii koordindta-rendszerben tekintsikk az a : y =2 —1ésb:y =mx + 2
egyeneseket (m paraméter). Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

— (1) Az a egyenes 135°-os szoget zar be a koordinata-tengelyekkel.
— (2) Az origd és a b egyenes tavolsaga legfeljebb 2.

— (3) Van olyan pont a koordinata-rendszerben, amelyen a b egyenes (m-tél fliggetlentil)
biztosan athalad.

— (4) Az a egyenes barmely M pontja elééllhat, mint az a és b egyenesek metszéspontja.
— (5) Ha az a és b egyenesek merélegesek, akkor metszéspontjuk M(1,5;0,5).

— (6) Ha a b egyenes meré6leges valamelyik tengelyre, akkor m = 0.

A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2
5.12. (M) A derékszogil koordindta-rendszerben tekintsikk az e:y=—x+3és f:y=2x+0b
egyeneseket (b paraméter). Az alabbi allitdsok koézil hany igaz?

— (1) Ha az e és f egyenesek y tengelymetszete megegyezik, akkor sziikségképpen b = 3.
3v2

=

2) Az O origb és az e egyenes tavolsaga
3) Az f egyenes és az x tengely bezdrt szoge 60° (b-t6l fiiggetleniil).

- (2
- (3)
~ (4) Ha b = 0, akkor a két egyenes M metszéspontjara OM = /5.
— (5) Van olyan b érték, amelyre e és f parhuzamosak.

- (6)

6) Van olyan b érték, amelyre e és f az x tengelyen metszik egymaést.

A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2

~—
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5 fejezet. Linearis fiiggvény (teszt)

5.13. (M) Adott hdrom figgvény: f(r) = —2x + 7, ha x € [-4;3]; g(z) = 0,5z + 1, ha =z >
> 0; végil h(x) = 9;2_—39. Az aldbbi kijelentések a fiiggvényekre, valamint az értékkészletiikre
vonatkoznak. Hany igaz allitas szerepel kozottik?

1) Ry végtelen elemszamu halmaz.
2) Ry nem korldtos halmaz.

(1)
(2)
(3) Az [1;7] intervallum mindhdrom értékkészletnek a részhalmaza.
— (4) Ry maximuma 16.
(5) Van olyan fiiggvény a felsoroltak kozott, amelynek a képe szakasz.
(6) Van olyan fuggvény a felsoroltak kozott, amelynek a képe félegyenes.
(7) Van olyan fuggvény a felsoroltak kozott, amelynek a képe egyenes.
A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2
5.14. (M) Egy f linearis fiiggvény (hidnyos) értéktédblazata a kovetkezo:

x  |5[13]|19|
f@) [7]23] |

Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

1) Az y = f(x) egyenes meredeksége 2.
2) A tablazat iiresen hagyott helyérél a 35 hidnyzik.

4

(1)
(2)
~ (3) £(0) barmilyen értéket felvehet.
4) f(=4) = —11.

(®)

5) Az f fliggvénykapcsolat lehet egyenes ardnyossag.
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

5.15. (M) Az 1. dbrén az a(x) és c(x) fiiggvényeket dbrazoltuk, melyek képe az A és B, illetve
C és D pontokon athaladd egyenes.

Yy
/
e B
Dis P
7
Ve
z )
/ “ A
2 T
7
_ S e R RN/ ReE R )
c ‘P a
5.15.1. abra.

Az alabbi allitasok koziil hany hamis?

U



5 fejezet. Linearis fiiggvény (teszt)

— (1) A ¢ = CD egyenes 45°-0s szoget zar be a tengelyekkel.

— (2) Az a = AB egyenes z tengelymetszete x = 4,5.

— (3) Az a és c egyenesek merdlegesek egymaésra.

— (4) Az a = AB egyenes y tengelymetszete y = 8.

— (5) Ha az a és c egyenesek metszéspontja M (p;q), akkor p 4+ ¢ = 8.

A) 0 B) 1 Cc) 2 D) 3 E) 4

5.16. (M) A kovetkezd négy a — d fiiggvény kozott hany olyan van, amelynek a képe a derék-
szogl koordinata-rendszerben félegyenes?

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

5.17. (M) Az f figgvény képe a derékszogii koordindta rendszerben az AB szakasz, A(—6;2),

B(8;24). Az alabbi allitdsok koziil hany igaz? (1) Dy = [~6;8]  (2) Ry = [~6;30]  (3)

Az AB szakasz meredeksége 3. (4) Az f figgvény hozzarendelési szabédlya x — 2z + 20.
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

5.18. (M) A derékszogii koordinata-rendszer P(x;y) pontjain harom halmazt definidlunk:
A={P(z;y);x+y <4} B={P(zy);(x—y)(zr—4) =0}
C = {P(x;y); (x = 2)* + (y +3)° = 0}.
Az alabbi allitasok kozott hdny hamis van?
(9) Egyik ponthalmaz sem korlatos.
(10) Az A ponthalmaz félsik.

- (10)
— (11) A B halmaz képe két egyenes.
- (12) C C A.

(13) Van olyan negativ meredekségii egyenes a koordindta-rendszerben, amelynek nincs
kozos pontja A-val.

— (14) Barmely egyenesnek van kozos pontja B-vel.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

QR
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6. FEJEZET
Abszolatérték fliggvény

Ahol kiilén nem jelezziik, ott a fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok leheté leg-
bévebb részhalmaza.

6.1. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értékkészlete?
a) a(xr) = |xl;
b) b(z) = Va2,
c) c(z) = | — x| a [—4;4] intervallumon;
d) d(z) = 2|xl;
e) e(x) = —|z|, ha z € [-6;7].

6.2. Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értékkészlete?
a) a(x) = |z| — 2;
b) b(z) = |z — 2|, ha -8 < x < 10;
c) c(z) = ‘%x‘,
d) d(z) =| — 2|, ha = € [-5;5];
e) e(z) = Viaz2.

6.3. Hogyan helyezkednek el a 6.1.,6.2. feladatokban kapott fiiggvénygorbékhez képest az A1 (5;4),
As(5; —6), A3(—T7;—6), A4(10000;20000), A5(—10000;20000) pontok? (Melyik pont van az adott
gorbe felett”, a gorbe ,alatt”, vagy esetleg rajta a gorbén?)

6.4. Az 1. dbran az y = |z| + b egyenletli abszolutérték-fiiggvény grafikonja lathaté a b = —3
esetben. Valtoztassuk b értékét! Készitsiik el az aldbbi eseteknek megfelels grafikonokat kozos
koordinatarendszerben !

a) b= —1; b) b=1; c) b=3;

No

§&]

6.4.1. abra.

(Hasznélhatjuk a GeoGebra programot is!) Mi jellemzi az igy kapott fliiggvénygorbéket ?

6.5. Az 1. dbrén az y = c - |z| egyenletii abszolutérték-fiiggvény grafikonja lathaté a ¢ = —1
esetben. Valtoztassuk c értékét! Készitsiik el az aldbbi eseteknek megfelels grafikonokat kozos
koordinatarendszerben !

Q7



6 fejezet. Abszolutérték fiiggvény

a) c= —2; b) ¢ = 0; c) c=1; d) c=2;

N

[1&]

6.5.1. dbra.

(Hasznélhatjuk a GeoGebra programot is!) Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

6.6. Vizoljuk az aldbbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értékkészlete?
a) a(z) = 2|z — 3|;
b) —glz +3|;
c) c¢(x) = —1,5lx — 1| 4+ 2, ha = €] — 4;5[;
d) d(z) = Va? 4+ 4x +4 — 3;
e) e(r) =—-2vVa?—2x+1+3, ha -3<z<5.

6.7. Mi az 1. dbran lathaté a—c fiiggvények hozzarendelési szabalya?

Y

o

6.7.1. abra.

6.8. Mi az 1. abran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabalya?
6.9. Mi az 1. dbran lathaté a—c fiiggvények hozzarendelési szabalya?

6.10. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fiiggvények értékkészlete?
a) a(z) = 4;
b) b(z) = 2, ha —6 <z < T;

Q



6 fejezet. Abszolutérték fiiggvény

Y
a
2
b
T
G AN o ) ¢
2
c
A
6.8.1. abra.
Y
\‘ A a
b\‘ , q
N v
T
6 4 2 ()]
C
)
v
6.9.1. abra.

6.11. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjat!
a) a(z) = |z] + 2
b) b(x) = |z — 1| 4+ 2z, ha = € [-5;4];
c) ¢(x) = 2|z + 3|+ 3z — 1;
d) d(z) =Va?2 —4x +4—x+2, ha z €] — 5;4].

6.12. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjat!
a) alx) = |z + 3] + |z — 1;
b) b(x) = |z +3| — |z — 1]
c) c(x) =2z + 3| — |z —1].

6.13. Mi az 1. abran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabélya?

6.14. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értékkészlete?
2_
a) a(z) = =4
2_2)x|+1
b) b(z) = Hil_{ ha z € [—4;4];
~/ 2_
c) c(z) = YAz —drtl
6.15. Egy pontszerii test kezdetben a koordindtarendszer (—16;0) pontjiban van. Ezutdn a
test két egységnyi egyenletes sebességgel halad az x tengely pozitiv irdnyaba. Mekkora a test
tavolsidga t id6 mulva
a) az orig6tol; b) a (12; 0) ponttdl; c) a (b; 0) ponttol?

20



6 fejezet. Abszolutérték fiiggvény

[1&]

6.13.1. abra.

6.16. a) Hatdrozzuk meg a értékét, ha az f(z) = a|z| fliggvény esetén f(8) = 4.
b) Hatarozzuk meg b értékét, ha az f(z) = |z — b| fiiggvény esetén f(8) =4
c) Hatérozzuk meg c értékét, ha az f(z) = |z| + ¢ fiiggvény esetén f(8) = 4.
d) Hatarozzuk meg a és b értékét, ha az f(x) = a|r—b| fiiggvény esetén f(4) =2 és f(8) = 10.
e) Hatdrozzuk meg a és c¢ értékét, ha az f(x) = alz| + ¢ figgvény esetén f(2) = —1 és
f(4) = —5.
f) Hatérozzuk meg b és c értékét, ha az f(z) = |v+0b|+c figgvény esetén f(0) =5 és f(4) = 3.

6.17. Az f(x) = a|z + b| + c abszolutérték-fiiggvény képe a derékszogil koordinata rendszerben
wfelfelé nyitott” V-betii alaki, melynek csicsa a (3;4) pontban van. Hatdrozzuk meg a, b és ¢
értékét, ha a fiiggvénygorbe atmegy a (2;2) ponton!

6.18. Az f(z) = alx — b| abszolutérték-fuggvény grafikonjdnak csicsa az A(—1;0) pont és a
grafikon dtmegy a B(4;5) ponton is. Az f fliggvény grafikonja lathat6 az 1. dbrén.

Y

N

6.18.1. abra.

a) Hatarozzuk meg f egyenletét, azaz az a, b paraméterek értékét!!

b) Véltoztassuk a koordindta-rendszerben a B pont helyzetét! Hatarozzuk meg az igy kapott
abszolutérték-fiiggvények képének az egyenletét! (Alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is!)

c) Véltoztassuk az A pont helyzetét az x tengelyen, s hatarozzuk meg az ekkor kapott egyen-
leteket is!

6.19. Modositjuk a 6.18. feladatot. Most A és B a koordinata-rendszer tetszOleges racspontjai
lehetnek. (Legyen példaul kezdetben A(—2;—4) és B(5;3). mint az 1. dbran.) Adjuk meg az A
csucsu, a Bponton athalad6 abszolutérték-fliggvény grafikonjat, s mikézben a pontok helyzetét

A0



6 fejezet. Abszolutérték fiiggvény

valtoztatjuk, elemezziik a fiiggvény egyenletének valtozasat! (Hasznélhatjuk a GeoGebra pro-
gramot is.)

Y
5 B
T
6 4 2IEEEEEN

2

4
A
6.19.1. abra.

6.20. Hatarozzuk meg a derékszogii koordindta-rendszerben azon P(x;y) pontok halmazit,
amelyek koordindtaira teljesiil az alabbi feltétel:

a) |2z +y| = 5; b) 22 4+ y| < 5; c) |z —ly| = 5;

Q) 2| - lyl| = 5; &) &+ = 0; £) lal + lyl = 4;

g) |z| <1 vagy |y| < 1.

A1
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7. FEJEZET
Abszolutérték fiiggvény (teszt)

7.1. (M) Az 1. abran, a derékszogii koordinata-rendszerben megrajzoltuk az a, b és ¢ fiiggvények
gorbéit. Az aldbbi allitdsok kozott hany hamis van?

c Yy
\\
a \\. 4 /l
' F
\\ /I
\\ o /I
\\ ,/ .
g g i
T
o
A
b
7.1.1. abra.
(1) a(z) = |z =3[; (2) —Va?+ 2z + 1; (3) c(x) = |22 —3]; (4) a(z) = |z + 3| és b(x) = —|x+1[;
(5) c(x) = |22 = 3[; (6) b(z) = —[ =2 — 1] és c(z) = 2[x| -3
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

7.2. (M) Adott az f(z) = 2|z| — 100, —100 < x < 40 fiiggvény. Az alédbbi allitasok koziil hany
igaz?

— (1) Az f fuggvény az y tengelyt a —100 pontban metszi.
— (2) Az f fuggvénynek két zérushelye van.
— (3) Az f fuggvény értékkészlete y € [—100; 100].
— (4) A P(—80;50) pont az f fiiggvénygorbe ,alatt” van.
— (5) A P(80;70) pont az f fuggvénygorbe ,felett” van.
A) 5 B) 4 c) 3 D) 2 E) 1

7.3. (M) Tekintsiikk az f :y = |z| +a és h : y = |z + ¢| egyenletil fiiggvényeket, ahol az a, ¢
paraméterek nemnegativ szamok. Az aldbbi allitdsok kéziil hany igaz?

— (1) Van olyan a és c érték, amelyekre az f(z) = h(x) egyenletnek végtelen sok megoldasa
van.

— (2) Végtelen sok olyan (a;c) értékpar talalhatd, amelyekre az f és h fiiggvénygorbéknek
pontosan egy kozos pontja van.

A2



7 fejezet. Abszolatérték fiiggvény (teszt)

— (3) Az f fuggvény gorbéje nem metszi az y tengelyt.
— (4) Tetszbleges c értékre igaz, hogy a h fliggvény gorbéje metszi az y tengelyt.
— (5) Van olyan a paraméter, amelyre (tetszéleges c-re) Ry és Rj megegyezik.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

7.4. (M) Tekintsik a g : y = b-|z| és h : y = |x + ¢| egyenletii fiiggvényeket, ahol a b, ¢
paraméterek pozitiv szdmok. Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

— (1) Van olyan b és c érték, amelyekre a g(z) = h(x) egyenletnek végtelen sok megoldasa
van.

— (2) Végtelen sok olyan (b;c) értékpar taldlhatd, amelyekre a g és h figgvénygorbéknek
pontosan egy kozos pontja van.

— (3) Van olyan c érték, amelyre a h fiiggvény gorbéje nem metszi az y tengelyt.
— (4) Tetszbleges b értékre igaz, hogy a g fliggvény gorbéje metszi az y tengelyt.
— (5) Tetszéleges (b;c) értékpar esetén R, és Rj, megegyezik.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

7.5. (M) Mi az 1. dbran lathaté fliggvény egyenlete?

Y a
x
6 4 2 8
2
4
7.5.1. abra.
A) a(z)=|r+2[-3 B) a(z)=|z+2|/+3 C) a(x)=2z]—-3
D) a(z)=|z—2[+3 E) a(x)=|r—2|-3

7.6. (M) Adott az —v22 —6x+9, x € [~1;5] fiiggvény. Az aldbbi allitdsok kozill melyik
hamis?
A) Az f fiiggvény y tengelymetszete -3. B) Az f figgvény x tengelymetszete 3.
C) 0e Df. D) —6 € Rf.
E) Egyik sem.

AA



7 fejezet. Abszolutérték fiiggvény (teszt)

7. (M) Adott az f(z) = |z + 3| — |z — 1] fiiggvény. Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

1) Az f fiiggvény y tengelymetszete 4.

)
-
— (2) Az f fiiggvénynek nincs zérushelye.
— (3) Az f fiiggvény értéke a [2;5] intervallumon konstans.
— (4) Az f fuggvény értékkészlete [—4;4].
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4
7.8. (M) Mi az 1. 4brén lathaté b fiiggvény egyenlete?

Y b

Qo

No

x
-6 -4 =2 0 2 4
7.8.1. abra.
A) b(z)=l|z =3+ |z+1] B) b(z)=|zx+3|+ |z —1]
C) b(x)=|r+3]—|z—1] D) b(z)=|z+3|— |z +1]

E) b(z)=2|z+3|+ |z —1]

7.9. M) Az f(z) = a|z + b| abszolutérték-fiiggvény gorbéje az = tengelyt a —3, az y tengelyt
a —12 pontban metszi. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

A) (a;b) = (=4-3) B) (a;0) = (=43) C) (a;0) = (-6;2)

D) (a;b) = (6;—2) E) Egyik sem.

7.10. (M) A H halmaz a derékszogli koordindta-rendszerben azon P(z;y) pontok halmaza,
amelyek koordinétdira teljesiil a |3x + y| = 10 egyenlet. Az alabbi éllitasok kozil melyik hamis?

(1) A P(10; —40) pont eleme a H halmaznak.

(2) A H halmaz tartalmazza az y = —3z — 10 egyenletii egyenes pontjait.
— (3) Tetszbleges y esetén van olyan x, amelyre (z;y) € H.

(4) H képe két parhuzamos egyenes.

A) (1) B) (2) C) ) D) (4)
E) Egyik sem.
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8. FEJEZET
Masodfoku fiiggvény

Ahol kiilén nem jelezziik, ott a fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok leheté leg-
bévebb részhalmaza.

8.1. Viézoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat!
a) a(r) = z?;
b) b(z) = 2% — 3;

c) %xQ;

d) d(z) = —22%;

e) e(z) = (z +2)%
8.2. Az 1. dbrén az y = 22 + b mésodfoku fiiggvény grafikonja lathaté a b = —5 esetben.
Valtoztassuk b értékét és abrazoljuk az igy kapott fiiggvény grafikonjat! Legyen rendre

a) b= -3; b) b= —1; c)b=1; d) b =3!

(Alkalmazhatjuk a GeoGebra programot.)

i
o
—

o

8.2.1. abra.

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

8.3. Az 1. 4brén az y = c - 22 mésodfoki fiiggvény grafikonja lathaté, a ¢ = —1 esetben.
Valtoztassuk ¢ értékét és abrazoljuk az igy kapott fiiggvény grafikonjat az alabbi esetekben:
a) c=—0,5; b) ¢ =0; c) ¢c=0,5; d) c=1! e) c=15!

(Alkalmazhatjuk a GeoGebra programot.)
Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

8.4. Az 1. 4brdn az y = (x + d)? masodfoku fiiggvény grafikonja lathat6, a d = —3 esetben.
Valtoztassuk d értékét és abrazoljuk az igy kapott fiiggvény grafikonjat az alabbi esetekben:
a) d=—2; b) d = —1; c)d=0; d)d=1! e) d=2!
(Alkalmazhatjuk a GeoGebra programot.)
Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?
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)
9
x
i D7 IS ORI 4RR

2
i SR

A
8.3.1. 4bra.

0 2 4
8.4.1. abra.
8.5. Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat!
a) a(z) = g(z - 2)%;
b) b(z) = (x +2)? — 1;

c) c(z) = —3a* +3;
d) d(z) =—(z—2)?+ 1.

8.6. Mi az 1. abran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabalya?
8.7. Mi az 1. abran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabalya?
8.8. Mi az 1. dbran lathaté a—c fiiggvények hozzarendelési szabalya?

8.9. Viézoljuk az aldbbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értékkészlete? (Ha sziikséges,
alkalmazzuk a teljes négyzetté alakitds modszerét!)

a) a(r) = 2?2 — 4z + 4; b) b(z) = 2% — 4z + 5; c) d(x) = 2% — 4x;
d) e(x) =22+ 22+ 1; e) f(z) = 2%+ 2z + 5; f) h(z) = 2% + 2x;
g) c(z) = 2% —4dx + 3, ha x €] — 4;3]; h) g(z) = 2> + 20 — 3, ha -3 < x < 5.

8.10. Vazoljuk az aldbbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értékkészlete? Hatarozzuk
meg a fuggvénygorbék tengelymetszeteit is!
a) a(x) =222 + 42 + 2; b) b(z) = —2? + 8z +9; c) c(z) = 3(z — 1) = 3;

d) d(z) = —1(z +3)* + 3.

8.11. Mi az 1. abran lathaté a—c fiiggvények hozzarendelési szabalya?
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x
1 \e /
2
| \
R \lc
8.6.1. abra.
Yy
\ /
b A .
v r a
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2
/ \
A
¢
/ \
8.7.1. 4bra.
8.12. Az egyvaltozds méasodfoku fliggvény altalanos alakja:
f(z) = az® 4+ bz +c, a # 0. (1)

a) Igaz-e, hogy minden egyvaltozés masodfoku fiiggvény grafikonja parabola?

b) Milyen helyzetii a parabola tengelye?

c) Mitél fiigg az, hogy a parabola melyik irdnyban nyitott ?

d) Mitél fiigg a parabola nyitottsaganak mértéke?

e) Hogyan jellemezhetjiik — kozos pontjaik szdma alapjdn — a parabola és a vele egysiku
egyenes kolcsonos helyzetét?

8.13. Az 1. dbrén az y = 22 + bx mésodfoku fiiggvény grafikonja lathatd, a b = —4 esetben.
Valtoztassuk b értékét és dbrazoljuk az igy kapott fiiggvények grafikonjat kozos koordinatarend-
szerben! Vizsgaljuk pl. az alabbi konkrét eseteket:

a) b= —3; b) b = —2; c)b=—-1, d) b =0! e)b=1!

(Alkalmazhatjuk a GeoGebra programot.)

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?
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8 fejezet. Masodfoku fiiggvény

—
|
No

NI )
fii \
fi N
/ \
8.8.1. abra.
Yy
\ i ;
\ L :
b i
\ B
\\ // ' )
YA G
/ A
/ c\

8.11.1. 4bra.

8.14. Az ax® + bx + ¢ (a # 0) masodfoki kifejezés hidnyos, ha b = 0 vagy ¢ = 0. Mi jellemzi a
hidnyos masodfoku fliggvények képét?

8.15. Van-e olyan méasodfoki fiiggvény (az? + bz + ¢, ahol a # 0), amelynek értékkészlete
a) a teljes valés szamhalmaz; b) a negativ szdmok halmaza;

c) a nemnegativ szdmok halmaza; d) [-5;00[?

8.16. a) Irjunk fel elészor (1) s = At?, majd (2) s = At> + Bt, (3) s = At?> + C, végil (4)
s = At? + Bt + C alakt t-id6é kapcsolatot az aldbbi, két mérési adatpart tartalmazé tablazat
alapjan, s magyarazzuk meg a kapott eredményt:

t(s) |12
s(m) |36

Oldjuk meg az eléz6 feladatot az aldbbi, harom mérési adatpért tartalmazoé b) és c) tédblazat
alapjén is:
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8 fejezet. Masodfoku fiiggvény

Y&
L
T~

8.13.1. abra.

t(s) |1]2]3] 0 t(s) [1]2] 3|
s(m) [3]6]9] s(m) |3]6 11|

b)

8.17. Az f(x) = ax? + bz + c fiiggvényre f(0) =4, f(1) = 1, f(2) = 2. Hatdrozzuk meg az a,
b, ¢ egyiitthatok értékét!

8.18. Az f(x) = ax? + bx + c fiiggvény két zérushelye 1 = —1 és x9 = 4. Hatdrozzuk meg az
a, b és c egytitthatok értékét, ha a fiiggvény gorbéje dtmegy az (1; —12) ponton!

8.19. Adott az f: 2 — 2% + 62 + c fiiggvény. Hogyan kell ¢ értékét megvalasztani, hogy
a) a fliggvénynek két zérushelye legyen;
b) a fiiggvénynek egy zérushelye legyen;
c) a fiiggvénynek ne legyen zérushelye;
d) a fliggvény egyik zérushelye az x = 5 helyen legyen;
e) a fiiggvény szélséértéke y = 4 legyen;;
f) a fiiggvény minden felvett értéke pozitiv legyen;
g) a fuggvény minden felvett értéke negativ legyen?

8.20. Egyenletesen gyorsulé személygépkocsi allé helyzetbél indulva 1 perc alatt 100 km/h
sebességet ér el.

a) Mekkora utat tesz meg ez alatt az id6 alatt?

b) Abrézoljuk a jarmi mozgdsit az t-idé grafikonon!

c) Mennyi idé alatt teszi meg az autd a gyorsuldsi utszakasz felét?

8.21. a) Egy kavicsot 20 m /s kezd8sebességgel fiiggbleges iranyban felfelé elhajitunk. Allapitsuk
meg, hogyan fiigg a kavics fold felszinétél mért tavolsaga, s abrazoljuk a tavolsigot az id6
fiiggvényében! (A kozegellenallast elhanyagolhatjuk, g ~ 10 m/s2.)

B) Oldjuk meg a feladatot abban az esetben is, amikor a kavicsot egy 10 méter magas héz
tetejérél hajitjuk el, fiiggdleges iranyban felfelé!

8.22. Hatarozzuk meg a derékszogii koordindta-rendszerben azon P(x;y) pontok halmazit,
amelyek koordinataira teljesiilnek az alabbiak:

a) (y —2%)(x +1) = 0;

b) (y — 2% -2z +3)(2* —y — 1) = 0;

c) 22 +y? =9;
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8 fejezet. Masodfoku fiiggvény

d) (y — 222+ (22 -3y —4)?2 =0.

8.23. A derékszogii koordindta-rendszerben vegyiik fel az A(0; —4) és B(2;0) pontokat, majd
rajzoljuk meg annak az A csticsi p masodfoku fiiggvénynek a grafikonjat, amelynek gorbéje
(parabola) dtmegy a B ponton, és tengelye parhuzamos az y tengellyel!

Y

=
—

8.23.1. abra.

a) Hatédrozzuk meg p egyenletét!

b) Valtoztassuk a koordinata-rendszer = tengelyén a B pont helyzetét! Hatdrozzuk meg az
igy kapott mésodfoku gorbék egyenletét! (Alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.)

c) Valtoztassuk a koordinata-rendszer y tengelyén az A pont helyzetét, s hatdrozzuk meg az
igy kapott paraboldk egyenletét is!

d) A b) - ¢) feladatokat annyiban médositjuk, hogy most A és B a koordinata-rendszer
tetszbleges racspontjai lehetnek. Adjuk meg az igy kapott méasodfoku fliggvények egyenletét, s
mikozben a pontok helyzetét valtoztatjuk, elemezziik az egyenletek valtozasat.
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9. FEJEZET
Masodfokn fiiggvény (teszt)

9.1. (M) A derékszogii koordindta-rendszerben megrajzoltuk az a,b és ¢ fliggvények gorbéit
(lasd az 1. abrat). Az alabbi allitdsok kozott hany hamis van?

c Yy a
N
[N
A b
9.1.1. dbra

(1) a(z) = (z +3)° (2) b(z) = —(z — 1)?

(3) c(z) =22 -3 (4) a(x) = (x — 3)? és b(z) = —2% — 22 — 1
(5) c(z) = (x — 2,5)(z + 2,5) (6) b(z) = —(z +1)? és c(x) = 0,522 — 3
A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

9.2. (M) Adott az f(z) = —222 4+ 50, —10 < x < 4 fiiggvény. Az aldbbi allitdsok koziil hany
igaz?

1) Az f fiiggvény az y tengelyt az 50 pontban metszi.
2) Az f fuggvénynek két zérushelye van.

4) A P(—8;—70) pont az f fuggvénygorbe ,alatt” van.

(1)
(2)
— (3) Az f fiiggvény értékkészlete y € [—150;50].
(4) A
(5) A P(8;70) pont az f fiiggvénygorbe ,felett” van.

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

3. (M) Adott az f:y = x? — 4a + 3 fiiggvény. Az alabbi allitdsok koziil melyik hamis?
— (1) A derékszogii koordinata-rendszerben a fiiggvény képe ,felfelé nyitott” parabola.
— (2) A fiiggvény gorbéje metszi az y tengelyt.
— (3) A fuggvény gorbéje két pontban metszi az = tengelyt.
- (4)

4) A figgvény gorbéje atmegy a P(5;8) ponton.
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9 fejezet. Masodfoku fiiggvény (teszt)

A) (1) B) (2) Cc) (3 D) (4)
E) Egyik sem.

9.4. (M) Adott az f:y = 22% + 5z — 7 fiiggvény. Az alabbi 4llitasok koziil melyik hamis?

1) A fiiggvény egy zérushelye —3.5.

)
- (1)
— (2) A fiiggvény értékkészlete y < 3,875.
— (3) A figgvény = tengelymetszete —7.
- 4)

4) A fiiggvény maximuma az z = —1,25 helyen van.
A) 1) B) (2) C) () D) (4)
E) Egyik sem.

9.5. (M) Tekintsiik az f :y =22 +a és g:y = (v + b)? egyenletii fiiggvényeket, ahol az a, b
paraméterek nemnegativ szamok. Az alabbi allitasok kozil hany igaz?

— (1) Van olyan a és b érték, amelyekre az f(x) = g(x) egyenletnek van két megoldésa.

— (2) Van olyan a és b érték, amelyekre az f(z) = g(z) egyenletnek pontosan két megoldésa
van.

(3) Az f fuggvény gorbéje nem metszi az y tengelyt.
— (4) Tetszbleges b értékre igaz, hogy a g fliggvény gorbéje metszi az y tengelyt.
(5) Van olyan a paraméter, amelyre (tetszéleges b-re) Ry és Rj, megegyezik.
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
9.6. (M) Mi az 1. dbran lathaté figgvény egyenlete?

Y

N
—1
—

o

9.6.1. 4bra.

A) f(x)=22-6x+5 B) f(x)=(x+3)?%-5
-3 +4 D) f(z)=(z—0,8)(z+0,3)

A



9 fejezet. Masodfoku fiiggvény (teszt)

9.7. (M) Az alabbi 4llitasok az egyvaltozés, masodfoku fiiggvény (f(z) = az? + bz + ¢, a # 0)
grafikonjara vonatkoznak. Az allitdsok koziil hany igaz?

1) Az f fiiggvény képe olyan parabola, melynek tengelye parhuzamos az y tengellyel.
2) Ha a < 0, akkor a parabola lefelé nyitott.

3) Ha ¢ = 0, akkor a fliggvény gorbéje dtmegy az origdn.

5) Lehetséges, hogy Ry = R
6) Ha b = 0, akkor a fliggvény széls6érték helye = = 0.

(
(
(
— (4) Lehetséges, hogy a fiiggvény értékkészlete a valés szamok halmaza.
(
(
(7) Ha a - ¢ < 0, akkor a fiiggvény gorbéje két pontban metszi az x tengelyt.

)
)
)
)
)
)

A) 7 B) 6 C) 5 D) 4 E) 3

9.8. (M) Az f(x) = ax® + bx + c fiiggvény gérbéje atmegy az A(—2;—3), B(2;9) és C(3;22)
pontokon. Mennyi lehet a 4+ b + ¢ értéke?

A) 8 B) -3 C) 0 D) 25

E) Egyik sem.

9. (M) Adott az x — 22 + 4 + ¢ fiiggvény. Hany hamis az alabbi allitadsok koziil?
1) Ha ¢ < —1, akkor a fliggvénynek 2 zérushelye van.

2) Ha a fliggvénynek 2 zérushelye van, akkor ¢ < —1.

5) Ha ¢ = 0, akkor az f fiiggvény gorbéje két kiilonbozd helyen metszi az x tengelyt.

)
)
)
3) Ha ¢ = 4, akkor f értékkészlete a nemnegativ szamok halmaza.
)
)
6) Ha az f fliggvény gorbéje két kiilonb6z6 helyen metszi az x tengelyt, akkor ¢ = 0.
)

- (
- (
- (
— (4) Ha ¢ > 3, akkor a fiiggvénynek nincs zérushelye.
- (
- (
- (

7) A fliggvény gorbéje tiikros helyzetli az x = —2 egyenesre.

A) 1 B) 2 Cc) 3 D) 4 E) 5
9.10. (M) Mi az 1. abrén lathaté fiiggvény egyenlete?

A) f(x)=(r—1)2-45 B) f(z)=0/52%+2—45

C) fl@)=(z+1)?—-45 D) f(z)=0,5(z+4)(z —2)

E) Egyik sem.

9.11. (M) Egyenletesen gyorsulé személygépkocsi allé helyzetbdl indulva 20 masodperc alatt
30 m/s sebességet ér el. Melyik igaz az aldbbi allitdsok koziil?
A) Az auté atlagsebessége 20 m/s. B) Az auté altal megtett Gt 600 m.

C) Az auté gyorsuldsa —1,5 m/s?. D) Az aut6 altal megtett it 300 m.
E) Egyik sem.

144



9 fejezet. Masodfoku fiiggvény (teszt)

9.10.1. abra.

9.12. (M) A H halmaz a derékszogii koordindta-rendszerben azon P(x;y) pontok halmaza,
amelyek koordinatdira teljesiil az (y — 22)(x + ) = 0 egyenlet. Az alabbi allitasok koziil melyik
hamis?

A) Az (1;1) és (1;—1) pontok elemei a H halmaznak. B) A H halmaz tartalmazza az
y = —x egyenletli egyenes pontjait. C) Tetszbleges pozitiv x esetén van két killonbo6z6 yy
és yo érték is, amelyre (z;y1) € H és (x;y2) € H. D) Tetsz6leges negativ = esetén van két
kiillonbo6z6 yp és yo érték is, amelyre (z;y1) € H és (z;y2) € H. E) Egyik sem.
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10. FEJEZET
Racionalis tortfliggvény

Ahol kiilén nem jelezziik, ott a fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok leheté leg-
bévebb részhalmaza.

10.1. Egy medence 20 azonos keresztmetszetli, vékony csévon keresztiil tolthetd meg. Ha egy
csovon keresztiill engedjitk be a vizet, akkor a medence 60 éra alatt telik meg.

a) Mennyi id6 alatt telik meg a medence, ha 2, 3, 4, ..., illetve 20 csévon keresztiil engedjitk
bele a vizet?

b) Milyen kapcsolat van a megnyitott csovek szdma és a medence feltoltéséhez sziikséges id6
kozott 7

c) Abréazoljuk a toltési idét a megnyitott csévek szaménak fiiggvényében !

10.2. Egy feldolgoz6 tizemben egy dolgozé atlagosan két éra alatt késziil el a ra bizott termékkel.
Osszesen 40 termék elkészitése a feladat.
a) Mennyi id6 alatt készil el a munkéval 1, 2, 3, ..., 10 dolgoz6?
b) Milyen kapcsolat van a dolgozok széma és a termékek elkészitéséhez sziikséges id6 kozott ?
c) Abrézoljuk a termékek elkészitéséhez szitkséges id6t a dolgozdk szdmdanak a fiiggvényében!

10.3. Mi jellemzi a forditott ardanyossig grafikonjat?

10.4. Vézoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjit! Mi a fiiggvények értelmezési tartoméanya és
értékkészlete?

a) a(xr) = %;
b) b(z) = 7, ha =3 <z < 5;
) ela) =~

e) e(r) = 3.

10.5. Az 1. abrén az y = % + b egyenletli tortfliggvény grafikonjat lathatjuk a b = —3 es-
etben. Valtoztassuk b értékét! Rajzoljuk meg b aldbbi értékei esetén a fliggvény grafikonjit!
Dolgozhatunk kozos koordinatarendszerben ill. alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.

a) b= —1; b) b=1; c) b=3.

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

10.6. Az 1. abrdn az y = £ egyenletil tértfiiggvény grafikonjat lathatjuk a ¢ = —3 esetben. Val-
toztassuk c értékét! Rajzoljuk meg c alabbi értékei esetén a fiiggvény grafikonjat! Dolgozhatunk
kozos koordindtarendszerben ill. alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.

a) c=—1; b) ¢ =1; c) c=3.

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

10.7. Az 1. abrén az y = %—l—d egyenletli tortfliggvény grafikonjat lathatjuk a d = —3 esetben.
Valtoztassuk d értékét! Rajzoljuk meg d aldbbi értékei esetén a fiiggvény grafikonjat! Dolgo-
zhatunk kozos koordinatarendszerben ill. alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.
a)d=—1; b) d =1, c)d=3.
Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?
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10 fejezet. Racionalis tortfiiggvény

No

[1&]

B A
\
10.5.1. 4bra.
Y
|
/
S
6 4 2 ] 2
> /
A
[
|
10.6.1. 4bra.

10.8. Viézoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat! Mi a fiiggvények értelmezési tartoméanya és

értékkészlete?
a) a(z) = -2+ 25, ha —5 <z < 3;
b) b(z) = 25
c) c(x) = 1;5’?, ha z €] — 5; 3];
d) d(z) = 2.

10.9. Mi az 1. dbran lathaté a—c fiiggvények hozzarendelési szabalya? (A gorbék hiperbolak.)

10.10. Mi az 1. abran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabalya? (A gorbék hiperbolak.)

10.11. Mi az 1. 4brén lathat6 a—c fuggvények hozzarendelési szabélya? (A gorbék hiperbolédk.)

10.12. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjat! Mi a fliggvények értelmezési tartomanya és

értékkészlete?
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No
—

—— —
8y dRE Ranensy RRt Banms ) ) \,\ (
: \
A
10.7.1. 4bra.
Yy
II
s
b RN
- ——— - A 1 i —
e
2 :,'
il
L]
1
- x
1 ~
6 4 2O
{ B
B e 20 L
I Seell
T 1
¢ |
U
‘i
10.9.1. 4bra.

a) a(x) = $H:
b) b(a) = G20,

c) a(w) = LUED).

10.13. Egy forditott ardnyossidg értelmezési tartoménya D = {x € N|3 < z < 10}. Az
aranyossag grafikonja illeszkedik a (6;10) pontra. Vazoljuk a fiiggvény grafikonjat!

10.14. Van-e olyan egyenes vagy forditott ardnyossdg, melynek grafikonjara illeszkedik az A és

a B pont, ha:
a) A(5:8),B(9;9); b) A(—6;-2), B(3;4); c) A(=2;-3), B(2;3).
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11. FEJEZET
Racionalis fiiggvény (teszt)

11.1. (M) A derékszogl koordindta-rendszerben megrajzoltuk az a és b fiiggvények gorbéit
(lasd az 1. abrat). Az alabbi allitdsok kozott hany hamis van?

a )
i
ke
/I
i D
>
ey NGSSID SIS ¥
]
2 ]
\ ;
b
a
11.1.1. abra.

o) = 35 (M) = 141 6 alo) = g3 (4) 0(e) = 513 68 0(0) = =34

= (2
(5) Do =R\ {-2}; (6) Ry =R\ {1}
A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) 6

11.2. (M) Adott az f(z) = 2 —4, =1 < 2 < 04, z # 0 fiiggvény. Az alabbi 4llitasok koziil

hany igaz?

- (

Az f figgvény az y tengelyt a —4 pontban metszi.

)
— (2) Az f fuggvénynek van zérushelye.

— (3) Az f fliggvény értékkészlete tartalmazza az y = 1000000 értéket.
— (4) A P(—0,5;—10) pont az f fliggvénygorbe ,alatt” van.

— (5) A P(0,5;10) pont az f fiiggvénygorbe ,felett” van.

- (6)

6) A fliggvénynek nincs minimuma.

A) 4 B) 3 C) 2 D) 1 E) 0

11.3. (M) Mi az 1. dbréan lathat6 f figgvény egyenlete?
A) flz)=4+1 B) f(z)= g +1 C) fl@)=:%5
D) f(z)=-%+1 E) Egyik sem.

11.4. (M) Melyik lehet az 1. dbran lathaté a, b, ¢ gorbék koziil forditott ardnyossag grafikonja?
A) Csak a. B) Csak b. C) Csak c. D) aésh.

E) Egyik sem.
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)
\
: |
\
f s = f
X
Y DT AN |
BEL
\
; \
11.3.1. 4bra.
Yy a
o
F i
Lo \
zal
b, £ \

= ~

O =4 =2 tlb',\ 2 “F===c
B3 i

N IR
\

| R

p a

11.4.1. abra.

11.5. (M) Mi az 1. dbrén lathat6 f fliggvény egyenlete?

A) f(z) =37 +2 B) f(z)= 37 +1 C) fl(z)=24

D) f(z)= 15 +2 E) Egyik sem.
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11.5.1. &bra.
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12. FEJEZET
Négyzetgyok fiiggvény

Ahol kiilén nem jelezziik, ott a fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok leheté leg-
bévebb részhalmaza.

12.1. Abrézoljuk az aldbbi fiiggvényeket ! Hatdrozzuk meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat
és értékkészletét!

a) a(zr) = Vx; b) b(z) = /x — 4, ha x < 13;

c) c(z) = 3/x; d) d(z) = —2/z.

12.2. Abrézoljuk az alabbi fiiggvényeket ! Hatarozzuk meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat
és értékkészletét!

a) a(z) = vr +4; b) V4x, ha x € [0,5;4]; c) v—4z.

12.3. Az 1. 4brén az y = \/x+b egyenletii négyzetgyok-fliggvény grafikonjat ldthatjuk a b = —5
esetben. Véltoztassuk b értékét! Rajzoljuk meg b aldbbi értékei esetén a fliggvény grafikonjéit!
Dolgozhatunk kozos koordinatarendszerben ill. alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.

a) b=—3; b) b= —1; c)b=1, d) b=3.
Y
T
0 ( o}
3}
] ///
—
4
12.3.1. 4bra.

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

12.4. Az 1. dbrén az y = ¢\/x egyenletli négyzetgyok-fiiggvény grafikonjat lathatjuk a ¢ = —3
esetben. Viéltoztassuk ¢ értékét! Rajzoljuk meg c aldbbi értékei esetén a fliggvény grafikonjit!
Dolgozhatunk kozos koordinatarendszerben ill. alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.

a) c=—2; b) c= —1; c)c=1, d) c=2, e) c=3.

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?
12.5. Az 1. dbran az y = v/x + d egyenletii négyzetgyok-figgvény grafikonjat lathatjuk a d = 5
esetben. Viltoztassuk d értékét! Rajzoljuk meg d aldbbi értékei esetén a fliggvény grafikonjéit!
Dolgozhatunk kozos koordinatarendszerben ill. alkalmazhatjuk a GeoGebra programot is.

a) d=3; b) d=1,; c)d=—-1, d) d= -3, e)d=—b5.

Mi jellemzi az igy kapott fliggvénygorbéket ?

AR



12 fejezet. Négyzetgyok fiiggvény

—

12.4.1. abra.

Y

12.5.1. 4bra.

12.6. Abrézoljuk az alabbi fiiggvényeket ! Hatdrozzuk meg a fiiggvények értelmezési tartoméanyat,
értékkészletét, tengelymetszeteit !

a) a(z) =3vzr + 1; b) b(x) = —2y/x — 1+ 3, ha = € [2;15];
c) c(x) =2z +4—3; d) d(z) = —v/8 —4x + 3.
12.7. Mi az 1. dbran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabalya?
Y
A \\C
s hoad s L]
B et
al iz E
Pt x
i ¢ Q
)
12.7.1. abra.

12.8. Mi az 1. abran lathaté a—c fliiggvények hozzarendelési szabélya?
12.9. Mi az 1. dbran lathaté a—c fliggvények hozzarendelési szabalya?

12.10. Az all6 helyzetbdl egyenletes gyorsuldssal indulé tehervonat 20 s alatt 200 m utat tett
meg. Mennyi id6 alatt tett meg 10 m-t, 20 m-t, ..., 200 m-t? Abréazoljuk a menetid6t a megtett

NS



12 fejezet. Négyzetgyok fiiggvény
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12.8.1. 4bra.

Y
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12.9.1. abra.

ut fliggvényében !

12.11. A matematikai inga h hosszisagu fonalra fliggesztett, mB tomegil testbdl allo rendszer
(lasd az 1. abrat). Ha az egyenstlyi helyzetbdl av < 90°-kal kimozditott ingat elengedjiik, a test
fliggbleges sikban, egy koriv mentén periodikus mozgast végez. Az inga lengésidejének azt az
id6tartamot nevezziik, amely alatt el6szor ér vissza kezdGhelyzetébe a kitéritett test.

A T lengésidot jo kozelitéssel a T = ZW\/E képlet segitségével hatarozhatjuk meg, ahol g a
nehézségi gyorsulds. (A Fold felszinén g ~ 9,81 m/s.) A modell érvényességi korét (a képlet
pontossagat) az hatdrozza meg, hogy milyen kozelitéseket alkalmazunk a mozgas leirasakor.

a) Milyen feltételek teljesiilése esetén kapunk pontos eredményt ?

b) Elemezziik a képletet! Mit6l fiigg a lengésidé? Mit6l nem fiigg?

¢) A pontosan jaré ingadra ingdjanak lancat meghosszabbitjuk. Hogyan valtozik meg a lengésidé?

d) Hogyan valtozik meg a F6ldén pontosan jaréd ingadéra lengésideje a Holdon?

A7



12 fejezet. Négyzetgyok fiiggvény

12.11.1. 4bra.
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13. FEJEZET
Négyzetgyok fiiggvény (teszt)

13.1. (M) A derékszogii koordindta-rendszerben megrajzoltuk az a, b és ¢ fiiggvények gorbéit
(lasd az 1. abrat). Az alabbi allitdsok k6zott hany hamis van?

)
i LT ’::’ g’
a — ,/”—
ks ,‘/ T
4.1 o -~ ( 8

PEsi indiiies

ran 7 \\\ b

Vil

13.1.1. abra.

(1) a(zx) = Vz —3; (2) b(x) = —vVz —1; (3) c¢(x) =z —3; (4) a(z) =2yz+3 és b(z) = —
—Vz+1;(5) a(z) =2vVx+3és c(x) =2z —3; (6) b(z) = —Vax+3és c(z) =2y/x—3
A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2

13.2. (M) Adott az f(z) = —10y/x+30 , 4 < 2 < 100 fiiggvény. Az aldbbi allitasok koziil hany
igaz?

1) Az f fiiggvény grafikonja az y tengelyt a 30 pontban metszi.
2) Az f fliggvénynek van zérushelye.

- (1)

- (2

~ (3) Az f fiiggvény értékkészlete y € [—70;10].

— (4) A P(81;—50) pont az f fiiggvénygorbe ,alatt” van.
- (5)

5) A P(1;30) pont az f fuggvénygorbe ,felett” van.
A) 5 B) 4 c) 3 D) 2 E) 1

13.3. (M) Tekintsiik az f(z) = vz + a és g(x) = by/z egyenletii fiiggvényeket, ahol az a, b
paraméterek pozitiv szamok. Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

— (1) Van olyan a és b érték, amelyekre az f(x) = g(x) egyenletnek van megoldésa.

— (2) Van olyan b érték, amelyekre az f(x) = g(x) egyenletnek nincs megolddsa (a-tél
fiiggetlentil).

— (3) Az f fiiggvény gorbéje nem metszi az = tengelyt.
— (4) Tetszbleges b értékre igaz, hogy a g fiiggvény gorbéje metszi az y tengelyt.

— (5) Van olyan a és b paraméter, amelyre Ry és Rj megegyezik.
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
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13 fejezet. Négyzetgyok fiiggvény (teszt)

13.4. (M) Mi az 1. dbréan lathat6 f fliggvény egyenlete?

Yy
2
e
aANC o @ ( 8
N 3]
\A{
A T~
I~
T~
N~ f
13.4.1. abra.

A) fx)=+vVzr—-4+1 B) f(z)=-2(z—4+1)
C) fx)=—-Vzr—4+1 D) f(z)=-2Vo+4+1
E) Egyik sem.

13.5. (M) Az f(x) = av/z + 1+ b fiiggvény gorbéje atmegy az A(0; —1) és B(3; —3) pontokon.
Mennyi lehet 2a + 3b értéke?

A) 2 B) -1 C) 0 D) 45

E) Egyik sem.

13.6. (M) Egyenletesen gyorsul6 személygépkocsi 4116 helyzetbdl indulva, 200 méter it megtétele
utan 20 m/s sebességet ér el. Hany igaz az aldbbi allitasok koziil?

— (1) Az auténak ehhez 20 masodpercre volt sziitksége.

— (2) Az aut6 atlagsebessége 10 m/s.

~ (3) Az auté gyorsuldsa 1 m/s?.

~ (4) Allandé gyorsulassal haladva 40 m/s eléréséhez 400 méter it megtételére van szitkség.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

70N



14. FEJEZET
Elojel, tortrész, egészrész

14.1. Abrézoljuk az  — sgnz elbjelfiiggvényt!

14.2. Abrézoljuk az aldbbi fiiggvényeket:
a) a(z) =sgn(z —4); b) b(z) = sgn(3x); c) c(x) = sgn(—2zx + 8).

14.3. (M) Abrazoljuk az x — [x] egészrészfiiggvényt!

14.4. Abrézoljuk az alabbi fiiggvényeket :
a) a(r) = [z —4]; b) b(x) = [22]; c) [£ —3];
d) d(z) = [-2x + 6.

14.5. Mi az 1-2. dbrékon lathaté a—d fiiggvények hozzarendelési szabalya?

Y

=0
Hph o ) b am ¢
=5
@m0 2
—
- @O
i =
o
~—
14.5.1. abra.

14.6. (M) Abrazoljuk az x — {x} tortrészfiiggvényt!

14.7. Abrézoljuk az aldbbi fiiggvényeket:
a) a(z) = {z — 2}; b) b(z) = {2z}; c) c(z) = {-2z+0,5}.

14.8. Abrézoljuk az aldbbi fiiggvényeket:

a) a(r) = x — [z]; b) b(x) =z + [x]; c) c(x) = [z] + {z}; d) d(z) = [z] — {z}.
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14 fejezet. ElGjel, tortrész, egészrész
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leo T
14.5.2. abra.

79




15. FEJEZET
ElGjel, tortrész, egészrész (teszt)

15.1. (M) Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

~ (1) Az f(z) = 2[5 + 1,7] fuggvény értékkészlete az egész szamok halmaza.
~ (2) A g(z) = {§ + 1,7} figgvény értékkészlete [0;2].

- (3) A h(x) = [x — 2,3] figgvénynek végtelen sok zérushelye van.

— (4) Az a(x) = {x} és b(z) = {z + 2} fiiggvények megegyeznek.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3

7

E)

4



15 fejezet. ElGjel, tortrész, egészrész (teszt)
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16. FEJEZET
Fiiggvénytranszformaciok

16.1. Az 1. dbrédn az y = f(x) fiiggvény képe lathato.

Yy
A
) TN
\\ //’
\\ Z "
2 )] 4\// o
2
16.1.1. abra.

Végezziik el az alabbi fiiggvényérték-transzformacidkat, s ez alapjan vazoljuk a fiiggvények
grafikonjat :

a) y = f(zx) —3; b) y = f(z) +2; c) y=2f(x); d) y =05f(z);

e) y=—f(z); f) y=-3f(2); g) y=I[f(z)].

Mi az eredeti fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete? Mi az értelmezési tartomanya
és az értékkészlete a transzformdlt fiiggvényeknek ?

16.2. Az 1. dbran az y = f(z) figgvény képe lathato.

)
A
TN\
S ias i
N2/
T
58 5/ AR A ) ) ¢
o =
16.2.1. 4bra.

Végezziik el az alabbi fiiggvényérték-transzformaciokat, s ez alapjan vazoljuk a fiiggvények
grafikonjat:

a)y = flz—1); b) y = f(z+5); c) y = f(3x); d) y = f(0,52);

e) y = f(-z); f) y=/f(-22); g) y=f(z)

Mi az eredeti fliggvény értelmezési tartoméanya és értékkészlete? Mi az értelmezési tartomanya
és az értékkészlete a transzformdlt fiiggvényeknek?

75



16 fejezet. Fiiggvénytranszformaciok

16.3. Abrazoljuk az * — —2|z 4 3| — 4 fiiggvényt az alabbi 1- 5. transzformaciés lépések
sorozatéval! (A 3., 4. 1épések egyszerre is elvégezhetdk.)

1.) x — |z|; 2.) z — |z +3; 3.) z — 2|z + 3[;

4.) z — 2|z + 3|; 5) 1z — 2|z + 3| —

16.4. Abrézoljuk transzformécios lépések segitségével az aldbbi fiiggvényeket !

a) a(z) = 0,5|z + 3| — 5, ha x € [—6;2];

b) b(z) = —%|z — 2| + 5;

c) ¢(x) = =3|lx — 3|+ 2, ha z € [-1;4].

Mi a fuggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete? Hatdrozzuk meg a fliggvénygorbék
tengelymetszeteit is!

16.5. Abrazoljuk az @ — —2(x + 3)? + 3 fiiggvényt az aldbbi 1 - 5. transzforméciés lépések
sorozataval! (A 3. és 4. 1épések egyszerre is elvégezhetdk.)

1.) z — 22; 2.) 2 — (v +2)%; 3.) x — 2(z +2)?;

4.) z — —2(x +2)%; 5.) . — —2(z +2)? + 3.

16.6. Abrézoljuk transzformécios lépések segitségével az aldbbi fiiggvényeket !

a) a(zr) = 0,5(x + 3)? — 5, ha = € [-6;2];

b) b(z) = —L(x —2)%+5

c) c(z) = —02(x —3)% — 1, ha x € [—4;1];

d) d(z) = 22 + 3z — 5.

Mi a fiiggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete? Hatdrozzuk meg a fliggvénygorbék
tengelymetszeteit is!

16.7. Abrézoljuk a z — —%H + 3 fliggvényt az aldbbi 1- 5. transzformaciés 1épések soroza-
taval! (A 3., 4. 1épések egyszerre is elvégezheték.)

1.)x—>%; 2)3v—>9ch27 3)x—>x+2, 4.)r — — x+27

5.)x—>—%+2+3.

16.8. Abrézoljuk transzformécios lépések segitségével az aldbbi fiiggvényeket !

a)a(x):erS 5, ha € [-5;3]; b) b(z) = =25 +4;
c) c(z) = iy + 3, ha w € [-4;2]; d) d(z) = _2;j11_

Mi a fiiggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete? Hatdrozzuk meg a fliggvénygorbék
tengelymetszeteit is!

16.9. Abrézoljuk az x — —2v/x — 1 + 3 fiiggvényt az aldbbi 1 - 5. transzforméciés 1épések
sorozataval! (A 3., 4. 1épések egyszerre is elvégezheték.)

1.) x — z; 2.) x — Vo —1; 3.) z— 2yz —1;
4.) z — —2y/zx —1; 5.)r — —2y/x —1+3.

16.10. Abrazoljuk az @ — —3\/—2(z + 1) + 5 fiiggvényt az aldbbi transzformécids lépések
sorozataval! (A 3., 4. valamint a 6., 7. 1épések egyszerre is elvégezhetdk.)

1.) z — /x; 2) r — Vo +1;

3.) x — V20w +1); 4.) z — /=20 +1);
5.) . — 3y/=2(z + 1); 6.) v — —3/2(z +1);
7.) x — =3/ =2(x + 1) +5;
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16 fejezet. Fiiggvénytranszformacidk

16.11. Abrazoljuk transzformdcios 1épések segitségével az aldbbi fiiggvényeket!
a) a(r) =3vx+2 -5, hax < 14; b) b(xz) = —v/x — 4+ 6, ha z € [6;10];

c) c(x) =/3(z+1) -2 d) d(z) = —2v6 — 2z + 3;

16.12. Tekintsiik az f(z) = 22 fiiggvényt, majd adjuk meg a fiiggvény képének az egyenletét,
ha az aldbbi geometriai transzformdaciokat hajtjuk végre! (Minden esetben fliggvényt kapunk?)

a) Tengelyes tiikrozés az = tengelyre;

b) tengelyes tikrozés az y tengelyre;

c) koézéppontos tiikkrozés az origora;

d) kozéppontos titkrozés a (2;1) pontra;

e) eltolas a (3;0) vektorral;

f) eltolas a (0; —4) vektorral;

g) eltolds a (3; —2) vektorral;

h) A =2 ardnyu mer6leges affinitds az = tengelyre;

i) A= % aranyu meréleges affinitas az x tengelyre;

j) A =2 ardnyu merdleges affinitds az y tengelyre;

k) A= % aranyd merdleges affinitas az y tengelyre;

1) X\ =3 ardnyu merdleges affinitds az = tengelyre;

m) A = —3 ardnyd meréleges affinitds az y tengelyre;

n) forgatas 90°-kal az origd koriil;

o) forgatas —90°-kal a (2;1) pont koriil.

16.13. Végezziik el a 16.12. feladat geometriai transzforméacioit az alabbi alapfiiggvényekkel is:

a) a() = |a]; b) b(x) = ; ¢) c(z) = Vz.

16.14. Az 1. dbrén az y = f(z) fiiggvény képe lathatd. Végezziik el az aldbbi geometriai tran-
szformécidkat, s ez alapjan vazoljuk a fliggvények grafikonjat!

Y

16

12

16.14.1. abra.

a) Tengelyes tiikrozés az = tengelyre;
b) tengelyes tikrozés az y tengelyre;

c) koézéppontos tiikrozés az origora;

d) kozéppontos titkrozés a (2;1) pontra;
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16 fejezet. Fiiggvénytranszformaciok

e) eltolas a (3;0) vektorral;

f) eltolds a (0; —4) vektorral;

g) eltolas a (3; —2) vektorral;

h) A =2 ardnyu mer6leges affinitds az = tengelyre;

i) A= % ardnyu meroleges zsugoritas az x tengelyre;

Jj) A =2 ardnyu mer6leges affinitds az y tengelyre;

k) A= % aranya meréleges affinitas az y tengelyre;

1) A = —3 ardnyt meréleges affinitds az = tengelyre;

m) A\ = —3 ardnyt meréleges affinitds az y tengelyre;

Mi az eredeti fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete? Mi az értelmezési tartomanya
és az értékkészlete a transzformalt fiiggvényeknek ?

16.15. Adjuk meg az f(x) = z? fiiggvény képének az egyenletét y = g(z) alakban az aldbbi
transzformaciok elvégzése utan.

a) A = 2 ardnyu nagyitds az origdbdl;

b) A = 3 ardnyt kicsinyités az origébdl;

c) A\ = —3 ardnyu nagyitds az orig6bdl;

d) tengelyes tiikrozés az y = x egyenletii egyenesre.

16.16. Végezziik el a 16.15. feladat transzformécidit az aldbbi alapfiiggvényekkel is:

a) a(z) = [x[; b) b(z) = 3; c) c(z) = V.

16.17. Adjuk meg az f(z) = 2 fiiggvény képének az egyenletét, ha a fiiggvény grafikonjan
rendre az alabbi transzformacidkat hajtjuk végre:

a) tengelyes tiikrozés az y tengelyre;

b) eltolas a (3;2) vektorral;

c) kozéppontos tikrozés az (1;2) pontra;

d) )\ = 2 ardnyt meréleges affinitds az x tengelyre.

16.18. Az 1. ébrdn az y = f(x) fuggvényt transzformdcios lépések segitségével abréazoltuk.
Hatarozzuk meg az a — d fliggvényeket, s jellemezziik a végrehajtott transzformacios 1épéseket!
(Tobb megoldas is lehetséges, attdl fliggben, hogy a fiiggvény véltozdjat, vagy a fiiggvény értékét
transzformaltuk.)
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16.18.1. abra.
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16 fejezet. Fiiggvénytranszformaciok

16.19. Az 1. dbrdn az y = f(x) fiiggvényt transzformdcios lépések segitségével abrazoltuk.
Hatérozzuk meg az a — d fiiggvényeket, s jellemezziik a végrehajtott transzformécios 1épéseket!

(T6bb megoldas is lehetséges, attdl fiiggden, hogy a fiiggvény véltozdjat, vagy a figgvény értékét
transzformaltuk.)
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16.19.1. abra.

16.20. Az 1. dbrdn az y = f(x) fiiggvényt transzformdcios lépések segitségével abrazoltuk.
Hatarozzuk meg az a — d fiiggvényeket, s jellemezziik a végrehajtott transzformécios 1épéseket!

(T6bb megoldas is lehetséges, attol fiiggden, hogy a fiiggvény véltozdjat, vagy a figgvény értékét
transzformaltuk.)
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16.20.1. abra.

16.21. Az 1. ébrdn az y = f(x) figgvényt transzformdcios lépések segitségével abrazoltuk.
Hatérozzuk meg az a — d fuggvényeket, s jellemezziik a végrehajtott transzformécios lépéseket!

(Tobb megoldas is lehetséges, attdl fiiggden, hogy a fiiggvény véltozdjat, vagy a fiiggvény értékét
transzformaltuk.)
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16 fejezet. Fiiggvénytranszformacidk
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16.21.1. abra.

16.22. Az 1. ébrén az y = f(x) fuggvényt transzformdcios lépések segitségével abréazoltuk.
Hatérozzuk meg az a — e fuggvényeket, s jellemezzik a végrehajtott transzforméacios lépéseket!
(A b és c lépésben a fiiggvény valtozdjat, a d és e 1épésben a fliggvény értékét transzformaltuk.)
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16.22.1. abra.

16.23. Az 1. ébrdn az y = f(x) fuggvényt transzformdcios lépések segitségével abréazoltuk.
Hatérozzuk meg az a — e figgvényeket, s jellemezzik a végrehajtott transzformécios lépéseket!
(A b és c lépésben a fiiggvény valtozdjat, a d és e 1épésben a fliggvény értékét transzformaltuk.)
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16 fejezet. Fiiggvénytranszformacidk
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16.23.1. abra.
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17. FEJEZET
Fiiggvénytranszformaciok (teszt)

17.1. (M) A derékszogili koordinata-rendszerben fiiggvénytranszformaciok segitségével megraj-
zoltuk az f fiiggvény gorbéjét. Melyik transzformaciés 1épések fiiggvényei lathaték az 1. abran?

Yy
a
/ o\
VARECZAN
N
// \
7T T x

64 ¥ 1ol g

/ 3 f)“ \

/ = \

/ A \
/ \
/ ’
/ \
/ 5 \
' Q “‘ A\
b c
17.1.1. abra.
A) a(z) =z —1],b(z) = —|z — 1] B) a(z) =z +1],b(z) = |z + 1]
C) a(z)=lr+1],f(x) =-2[z+1]+3 D) b(z)=—|z+1|,f(z) = -2z + 1| +3

E) Egyik sem.

17.2. (M) A derékszogii koordinata-rendszerben fliggvénytranszformdaciok segitségével megra-
jzoltuk a g fiiggvény gorbéjét. Melyik transzformacios 1épések fiiggvényei lathatdk az 1 abran?
A) a(z)=(z-2?%b(@) =—(2-2)° B) a(zx)=(2+2)%b(z) = —(z+2)*> C) alz)=
= (z+2)%,9(z) = -0,5(x+2)2 D) bz)=-05(zx+2)2g(z) = —(x+2)°+4 E) Egyik

seml.

17.3. (M) Az a(x) = |20 — 4] + 3 és b(z) = 22? — 8z — 10 fiiggvényeket — &brazolds eldtt
— transzformdciés alakra hozzuk gy, hogy a fliggvénygorbe elemi transzformaciés 1épésekkel
abrazolhato legyen. Az aldbbi egyenletek a fliggvények transzforméciés alakjaira vonatkoznak.
Melyik egyenlet alakithaté még tovabb, egyszeriibben dbrazolhaté alakba?

A) a(z) =2z —2[+3 B) b(z) = 2(2® — 42 — 5) C) bx) = 2((x —2)2 —9)
D) b(z) =2(z—2)*>-18 E) Egyik sem érdemes mér alakitani, elemi 1épésekkel 4brazolhat6
a fliggvény.

17.4. (M) A ¢(x) = —/8 — 4z + 3 és d(x) = 222 fiiggvényeket — dbrézolds el6tt — transzfor-

z—1
maciés alakra hozzuk Ugy, hogy a fliggvénygorbe elemi transzformacios 1épésekkel abrazolhato

L2



17 fejezet. Fiiggvénytranszformacidk (teszt)

a Yy
A
PZARRERENS
/| AN
A N
/ \
7 \
/ L \ z
18 —6 AL
1 £a \‘(l} \
/ ! 2‘ \
/ 4 s \
/i . Lx \
/ . \ \
4 !
1
H— =g
AR RS KRB\
T ' 3 \
 Saa i RaEa
J ISR \
[ ¥ Q \
b C
17.2.1. abra.

legyen. Az aldbbi egyenletek a fliggvények transzformécios alakjaira vonatkoznak. Melyik egyen-
letet nem érdemes mar tovabb alakitanunk, hogy egyszeriibben abrazolhaté alakot kapjunk?

A) c(x)=—/—@zr—2)43 B) c(x)=-2y2—a+3 C) dx) =22 D) ()=

T
=2+ % E) Mindegyiket érdemes még tovabb alakitani.

17.5. (M) Mi lesz az a(z) = |z| fuggvény képének az egyenlete, ha a fiiggvénnyel rendre az
alabbi (1) — (4) geometriai transzformécidkat hajtjuk végre? (A sorrend rogzitett.)

(1) Eltolas a (3;0) vektorral;
(2) A = 2 ardnyd meréleges nyuijtas (affinitds) az x tengelyre;

— (3) tengelyes tiikrozés az x tengelyre;

(4) eltolds a (0; —4) vektorral.

A) y=-05[z+3—4 B) y=-2z—3]—4 C) y=-05z+3+4
D) y=2lz—-3—4 E) Egyik sem.

17.6. (M) Milesz a b(z) = 22 fiiggvény képének az egyenlete, ha a fiiggvénnyel rendre az aldbbi
(1) — (4) geometriai transzforméciokat hajtjuk végre? (A sorrend rogzitett.)

1) Eltolas a (—3;0) vektorral;

(4)
- (1)
— (2) A = 0,4 ardnyt meréleges zsugoritas (affinitds) az x tengelyre;
— (3) eltolas a (0;5) vektorral;

- (4)

4) tengelyes tiikrozés az x tengelyre.

A) y=—-04(zx—-32-5 B) y=04(-2z-3)%+5 C) y=-04(z+3)*+5
D) y=—(04(x+3)%+5) E) Egyik sem.

A



17 fejezet. Fiiggvénytranszformacidk (teszt)

17.7. (M) Mi lesz a c¢(z) = /x fiiggvény képének az egyenlete, ha a fliggvénnyel rendre az
alabbi (1) — (4) geometriai transzformacidkat hajtjuk végre? (A sorrend rogzitett.)
(1) A = 0,5 ardnyt meréleges zsugoritas (affinitds) az y tengelyre;
(2) A = 2 ardnyd meréleges nyuijtas (affinitds) az x tengelyre;
— (3) eltolas a (0;3) vektorral;
(4)

4) tengelyes tiikrozés az x tengelyre.

A) y=—8x—-3 B) y=-2005z+3 C) y=-2y05z-3
D) y=-2V2r+3 E) Egyik sem.

17.8. (M) Milesz ad(x) = % fliggvény képének az egyenlete, ha a fliggvénnyel rendre az aldbbi
(1) — (4) geometriai transzformaciokat hajtjuk végre? (A sorrend rogzitett.)

(4)

— (1) Kozéppontos tiikrozés az origora;
— (2) eltolas a (0;5) vektorral;

— (3) tengelyes titkkrozés az y tengelyre;
— (4) eltolas a (4;0) vektorral.

A) y=5-15 B) y=-5-;5 C) y=35-5 D) y=5- 4

x —x —4

E) Egyik sem.

17.9. (M) Az f(z) = 2+ ;=5 fliggvény képét eltoltuk a v(—5;2) vektorral. Melyik g fiiggvény
képét kaptuk meg igy?
A) glz) =4+ 25 B) g(z)= 15 C) g(z)=4+ 45 D) g(z) = =
E) Egyik sem.

17.10. (M) Az f fiiggvény képét eltoltuk a v(3; —2) vektorral, igy a g fiiggvény képét kaptuk.
Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

(1) Dy =
(2) Ry =
— (3) Ha Dy =R, akkor Dy = D,.
(4) Ha Ry = [-7,1;5,3], akkor R, = [-9,1;3,3].
(5) Ha Dy = [—5,4;3,7], akkor D, = [8,4;0,7].
A) 0 B) 1 c) 2 D) 3 E) 4

17.11. (M) Az f(x) = |z — 2| 4 7 fuggvény képére origd kozépponti, A = —3 ardnyt nagyitast
alkalmaztunk. Mi az igy kapott fiiggvény képének az egyenlete?
A) y=|z—-2|+21 B) y=|r+6/—-21 C) y=—-lr—6/—-21
D) y=—|z+6/-21 E) Egyik sem.

QR



17 fejezet. Fiiggvénytranszformacidk (teszt)
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17.12.1. bra.
17.12. (M) Az y = f(x) fuggvényt transzforméciés 1épések segitségével abrazoltuk (lasd az 1
abrat). Az a —d fiiggvényekre vonatkoz6 alabbi allitdsok kozil hany igaz?
1) Az a és c fliggvénygorbék tiikros helyzetiiek.

2) Az a és b figgvénygorbék affin helyzetiiek.

(1)
(2)
— (3) A b és d figgvénygorbék egymads eltoldsdbdl szarmaztathatok.
(4) A b fiiggvénygorbe az y = 22 fiiggvény képének eltoltja.
(5) A c és d fuggvénygorbék egymads eltoldsabdl szarmaztathatok.
(6)

6) Az y = 22 fiiggvény képébdl eltolassal és affinitdssal szdrmaztathaté c.
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

17.13. (M) Az y = f(x) fuggvényt transzformaciés 1épések segitségével abrazoltuk (lasd az 1
abrat). Az a — d fuggvényekre vonatkozé aldbbi éllitdsok kozott hany hamis van?

— (1) Az a és b fiiggvénygorbék affin helyzetiiek.

— (2) Az a és b fiiggvénygorbék titkros helyzetiiek.

— (3) A b és d figgvénygorbék egymads eltoldsdbdl szarmaztathatok.
— (4) A ¢ és d figgvénygorbék egymads eltoldsdbdl szarmaztathatok.
— (5) Az a fuggvénygorbe az y = \/z fiiggvény képének eltoltja.

= (6) b(z) = VI -

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

ST
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17.13.1. abra.
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18. FEJEZET
Osszetett fiiggvények

18.1. Az 1ébranazy = f(x) fiiggvény grafikonja lathatd, értelmezési tartomanya: Dy = [0; 32].

20
16 7
12

18.1.1. abra.
Vazoljuk az alabbi fliiggvények grafikonjat:
a) a(x) = |f(z)|, Do = [0;32]; b) b(z) = f(|z[), Dy = [-32;32];
c) c(z) = [f(lz])], D = [-32;32].
Mi az értékkészlete az igy kapott fliggvényeknek ?

18.2. Abrazoljuk az osszetett fiiggvény abrazolasi médszerével az f o g fiiggvényt, ha g(z) = =
és

a) f(x) = |zl; b) f(x) = 2%; c) f(z) =33 d) f(z) = v;
e) f(z) = [z]; f) f(z) =sgn(x).

18.3. Oldjuk meg a 18.2 feladatot, ha
a) g(z) =z —4; b) g(z) = —2x + 6.

18.4. Abrazoljuk az dsszetett fiiggvény dbrazolasi modszerével az f o g fiiggvényt, ha g(z) = |z|
és
a) f(z) = 2% b) f(z) = 3 c) f(z) = vu; d) f(z) = [z;
e) [f(x)=sgn(z).
18.5. Oldjuk meg a 18.4 feladatot, ha
a) g(x) = |z —4; b) g(z) = | -2z +6].

18.6. Abrazoljuk osszetett fiiggvényként az alabbi fiiggvényeket. Mit vehetiink észre?

Q0



18 fejezet. Osszetett fiiggvények

2) a(z) = Jol; b) b(x) = | - al; ¢) e(z) = I3 — al; d) d(z) = |z — 3
e) e(z) = 2”; f) f(@)=(-2)% g) 9(z) = |z[*; h) h(z) = (z = 3)%;
i) i(x) = (3 —x)?

18.7. Irjukfel az fog és gof fiiggvények hozzirendelési szabélyat, hatarozzuk meg az értelmezési
tartomanyukat és értékkészletiiket, majd abrazoljuk a fiiggvényeket:
a) f(x)=3xz—-1; g(x)=2x+05;

b)  f(z)=lzl; 9(x) = =2z + 4;
c) fla)=a% g(x) =3z - 1;

d) f(z)=3; g(x) = —z +2;
e) f(z)=u; g(x) = =2z +4.

18.8. Az 1- 4 dbrdkon a b(x), d(z), f(x), h(x), j(x), l(x), n(z), p(x) fiiggvények grafikonjat az
Osszetett fliggvény abrazolasi modszerével készitettiik el. Hatdrozzuk meg az a—p fiiggvényeket,
s jellemezzik az dbrazolas lépéseit!

Y Y
\
\
0y
A M A
A
)
W BEYE ~eld 5
~ \ ESR =
\ ~
AY ~
\ S
x }‘" x
240 6 4 2+
) 3]
| & ran
a c
A / A

18.8.1. abra.
Yy Yy
! ; \ s
1 I A VA
v f i A ’
4 ‘n ] \ 4 L
\ 4 N S
\ r N /
2 A} A \ ) 4
\ 7 S, =1,
\
A ~ ’
0 N (4 T NS 2z €T
) 6L 4l o | 2
g
—92 2
€
—4 4
18.8.2. 4bra.
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18 fejezet. Osszetett fiiggvények
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18.8.4. 4bra.

18.9. Irjuk fel az f o (g o h) fiiggvény hozzarendelési szabdlydt, s dbrézoljuk az igy kapott
fliggvényt az aldbbi esetekben:

a) f(z)= le, g(x) =2x =3, h(x) =+
b) f(z) =2 g(x) = ||, hr) =z —
c) [flx)= f, g(x) = |z, hz) = 2z
d) f(z)= |z, g(z) =7 +2, hz)=z-
e) fl(z)=sgn(z), g(z)=;+2, ha)=z-

18.10. Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket, s ahol lehet, alkalmazzuk az dsszetett fiiggvény 4bra-
zolasi médszerét:

a) a(2) = ||| - 1]; b) b(a) = |lla] - 1| - 1];

o) cla) = [lel = 11 = 1| = 1]

18.11. Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket, s ahol lehet, alkalmazzuk az dsszetett fiiggvény 4bra-
zolasi médszerét:

a) a(z) = |z — 6z + 5|; b) b(z) = |2? — 6|z| + 5|; c) c(z) = |2® + 6z + 8|;
d) d(z) = |2 + 6|z| + 8|

o1



18 fejezet. Osszetett fiiggvények

18.12. Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket, s ahol lehet, alkalmazzuk az dsszetett fiiggvény dbra-
zolasi médszerét:

a) |15 —2[; b) 2/; c) 2/; d)

1 1 1
=) BB B 2"

18.13. Abrézoljuk az aldbbi fiiggvényeket, s ahol lehet, alkalmazzuk az osszetett fiiggvény dbra-
zolasi modszerét:

a) [Va—2|; b) [vIe—2]; o) [VIe[—2|; d) [y/ll=1 2.
18.14. Az 1-3 abrdkon az y = d(x) fliggvényt transzformaciés 1épések segitségével, illetve az

Osszetett fliggvény moédszerével abrazoltuk. Hatarozzuk meg az a—d fiiggvényeket, s jellemezzitk
a végrehajtott dbrazolasi lépéseket mind a harom esetben!
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18.14.1. abra.
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18.14.2. abra.
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18 fejezet. Osszetett fiiggvények
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19. FEJEZET
Osszetett fiiggvények (teszt)

19.1. (M) Tekintsiik az f(x) = x — 3 és g(x) = 2 — 4 fiiggvényeket. Az alabbi allitdsok koziil
hany igaz?
— (1) Az f o g fiiggvény hozzarendelési szabalya x — (z — 3)% — 4.

A)

19.2.

2) A go f fiiggvény hozzarendelési szabélya @ — z2 — 62 + 5.

)
- (2
- B) (=9 =2

~ (4) Az |g(x)| fiiggvény értélkkészlete y > 0.
- () A

- (6)

5 f (z|) fiiggvény —5 helyen felvett helyettesitési értéke y = 2.

6) f(g(1)) = —6.

6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2
(M) Tekintsiik az f(x) = vz + 3 és g(x) = 2z —4 fiiggvényeket. Az alabbi allitasok koziil

hany igaz?

A)

19.3.

— (1) Az f o g fiiggvény hozzarendelési szabdlya © — /2x — 1.
2) A go f fiiggvény hozzarendelési szabédlya © — 2v/x — 1.
3) A go f fiiggvény értékkészlete y > —4.

) Az f (|z|) figgvény értelmezési tartomanya = > 0,5.

)

)

5) [f(@)] = [f(=).

6) g(f(1)) = 0.
6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2

- (
= (
~ (4
— (
—

(M) Tekintstik az f(x) = |z|, g(x) = 2x — 1 és h(z) = = + 3 fiiggvényeket. Az aldbbi

allitasok koziil hany hamis?

A)

— (1) Az f o (g o h) fiiggvény hozzérendelési szabalya © — |2z + 5|

)
—(2) fo(goh)=fol(goh).
— (3) Az (f o g) o h fiiggvény értékkészlete y > 3.
- (4) f(h(9(2))) < g(h(f(-1))).

)

— (5) Van olyan z érték, amelyre g(f(z)) > h(f(x)), és olyan z érték is, amelyre g(f(z)) <
< h(f(z)).

0 B) 1 Cc) 2 D) 3 E) 4

[0]=9



19 fejezet. Osszetett fiiggvények (teszt)
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19.4.1. abra.

19.4. (M) Az f fiiggvény grafikonjat transzformécios 1épések segitségével, illetve az Gsszetett
fiiggvény abrazolasi médszerével vazoltuk (lasd az 1 dbrét). Az a — ¢ fliggvényekre vonatkozo
alabbi allitdsok koziil hdny igaz?

— (1) b(z) = y/a(z) ha a(zx
— (2) A b és c fuggvénygorbék egymads eltoldsdbol szarmaztathatok.
- (3) ¢(z) =V +2-3.
- (4) fz) = le(2)].
- (5) f(0) =

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

5

19.5. (M) Az aldbbi allitdsok az f(z) = 22— 223, g(z) = 22 —2|z| -3 és h(z) = |22 —2|z| - 3|
fliggvényekre vonatkoznak. Az allitasok koziil hany hamis?

— (1) f(z) = g(z), ha z > 4.

— (2) Ha f(z) = g(x), akkor x > 4.

— (3) Az f és g fiiggvények minimum helye megegyezik.

— (4) Az f és g fuggvények minimuma megegyezik.

— (5) Van olyan z érték, amelyre f(z) = g(x) = h(z) = 0.

= (6) Rp = [0;+oc.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4
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20. FEJEZET
Tulajdonsagok, miiveletek

Ahol kiilén nem jelezziik, ott a fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok leheté leg-
bévebb részhalmaza.

20.1. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat!
a) vz +5; b) —2v/3 —x +4;
c) Vr+5—2/3—uz+4; d) Ve +5-|—2y3—z+4;
2 N
e) Ve +5; f) #ﬁp

g) V—2v3—z+4.

20.2. Adott harom fliggvény:
fl)=(z-3)(x— 1Dz, g(x)=(r—-3)x(x+2), h(z)=(x—1)z(z+06).

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények zérushelyeit !

a) f(z) +g(z); b) f(z) + g(x) + h(z); c) f(z)g(x)h(z);
0 2 o L D st

g) 2 (z) + ¢*(z) + h*(x).

20.3. Az f és g fliggvények értelmezési tartoméanya Dy és Dy, zérushelyeik halmaza Z; és Zj,.
Mi az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanya?

a) c- f (c€R); b) [ +g; c) f-g; d)
e) 5.

20.4. Adottak az alabbi f és g fliggvények. Hatdrozzuk meg az u = f+g ésv = f-g fliggvényeket,
s vazoljuk k6zos koordinatarendszerben az f, g, u, v fliggvények grafikonjat!

a) f(x)=-2x+4, gx)=z+1;
b) flx)=l|z-3|, g(z)=lz—4];
c) flx)=vz-3, g&)=vr-3;
d) f(z) =22 g(z) = 2a;

e) f(z)=uz, %;

f) flz) =22 o*

20.5. Adjuk meg az v — —3 + 1 fiiggvény olyan lesziikitését, amelynek az értékkészlete
a) [0;10];
b) | — 20;30];
c) az egész szamok halmaza;
d) a természetes szdmok halmaza;
e) a raciondlis szdmok halmaza.

20.6. Adjuk mega x — —22+9, z € [1;4] fiiggvény egy olyan lesziikitését vagy kiterjesztését,
amelynek az értékkészlete
a) [—10;9[; b) [0;3]; c) ] — oo; —16].

q7



20 fejezet. Tulajdonsagok, miiveletek

20.7. Magyardzzuk meg, mit jelentenek az aldbbi fogalmak! (Az f fiiggvény az |a;b| interval-
lumon értelmezett.)

a) f monoton névekvé;

b) f szigortian monoton csokkend;

c¢) f nem monoton csokkend.

20.8. Melyik monoton novekvd, szigorian monoton névekvo, monoton csokkend és szigorian
monoton csokkend az aldbbi abran lathaté fliggvények koziil?

Yy
N \
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c B b ]
B \\\ it X
857 Sae R [y Tas e | ( 8
d / J\

20.8.1. abra.

20.9. Ertelmezési tartomdnyuk melyik részhalmazan monoton novekvék, illetve monoton csokkensk
az alabbi fiiggvények 7 Melyik korlatos alulrdl, illetve feliilrol?
a(x) =2x + 4; b(x) = |2z + 4|, x € [-3;5]; c(z) = 2% + 2x + 3;

d(w) = 2z = 8; e(e) = 3 HORIE=t
o() = [z +2).

20.10. Legyen f és g szigorian monoton novekvl fiiggvény, értékkészletitk a pozitiv valds
szamok részhalmaza. Mit allithatunk monotonitas szempontjabdl az alabbi fiiggvényekrdl ?

a) f+y; b) 2f; c) cf (c € RT); d) —f;
e) fg; f) ;.
Sziikséges-e a fenti esetek mindegyikében feltenni, hogy f és g értékkészlete a pozitiv valés

szamok halmaza?

20.11. Oldjuk meg a 20.10 feladatot akkor is, ha f és g szigortian monoton cstkkend!

20.12. Adjunk meg olyan fiiggvényt, amelyik szigortian monoton né, értékkészlete H =] —o0; 2],
és értelmezési tartomanya
a) R; b) ] — o00; 10]; c) ] —10;10];

d) Oldjuk meg a feladatot — valaszoljunk az a)-c) esetek mindegyikére — akkor is, ha H =] —
—2;6]!

20.13. Az alabbiakban az f és g fliggvényeket rendezett parok segitségével adtuk meg. Mi a
fliggvények inverze?
a) f:(1,1),(2,4),(3,9); b) g: (a,3),(b,—2),(7,c).
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20 fejezet. Tulajdonsagok, miiveletek

20.14. Melyik igaz és melyik hamis az alabbi allitasok koziil?
a) Ha egy fliggvény kolcsonosen egyértelmii, akkor van inverze.
b) Ha egy fliggvény invertdlhatd, akkor kolesondsen egyértelmii.
c) Ha egy fiiggvény szigorian monoton névekvé, akkor van inverze.
d) Ha egy fuggvény monoton csokkend, akkor van inverze.

20.15. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények inverzeit, majd dbrazoljuk a figgvényeket és in-
verziiket ugyanabban a koordindta-rendszerben !

a(z) =z +5; b(z) = 2z = 5; ofz) = -2z +1;
d(z) = |z + 5], € [-3;5]; e(z) = 2? — 6z, ha v > 3; f(@) = V2 = 3;

gle) =2, hax < —1;
Melyik fliggvény korlatos alulrdl, ill. felilrél?

20.16. Mely fiiggvények grafikonja lathat6 az 1. abran? Hatarozzuk meg az a - d fiiggvények
képletét, adjuk meg inverziket és dbrazoljuk az inverzfiggvények grafikonjat!
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20.16.1. abra.

20.17. Adjunk meg néhany fliggvényt, melyek azonosak az inverzikkel! Mi jellemzi e fiiggvények
grafikonjat ?

20.18. Az alabbi linedris fliggvények koziil melyik paros és melyik paratlan?

a(z) =0; b(x) = 5; c(x) = 2x;

d(z) =2z +1; h(z) =5, x € [-1;4]; i(x) = —z, x € [—1;3].
20.19. Az alabbi abszolutérték-fiiggvények koziil melyik paros és melyik paratlan?

a(x) = |xl; b(z) = |z —3|; co(x) = [z = 3;

d(x) = |2z|, x € [—4;5].
20.20. Az alabbi fiiggvények koziil melyik paros és melyik paratlan?

a(z) = 2?; b(z) = (z — 3)%; c(z) = 222 — 3; d(z) = 1;

e(z) = -3 4+2; flz) = x; g(x) = ]z| - 3; h(z) = Va2 — 4.
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20 fejezet. Tulajdonsagok, miiveletek

20.21. Az alabbi fiiggvények koziil melyik paros és melyik paratlan?
a(z) = 23; b(x) = Ju;
c(:n):2x6—4x4—|-x2+1; d(:v):—3x7+2x5—x3+4x—2;

o(e) = 7y = 3; f@) = 7 -7

20.22. Az alabbi fiiggvények koziil melyik paros és melyik paratlan?

2_ ol—
a(z) = /o = 3[; b(z) = /[ = 3; olw) = 2 d(z) = 5

20.23. Az a—d fiiggvények grafikonja az 1. 4bran lathaté. A négy fiiggvény koziil melyek parosak?
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20.23.1. abra.

20.24. Az a—d fiiggvények grafikonja az 1. dbran lathatd. A négy fiiggvény koziil melyek parat-
lanok ?

20.24.1. abra.

20.25. Melyik igaz és melyik hamis az alabbi allitasok koziil 7
a) Ha egy f paratlan fliggvény az x = 0 helyen értelmezett, akkor f(0) = 0.
b) Ha egy péros fliggvény gorbéje szimmetrikus az x tengelyre, akkor a fiiggvény paratlan is.
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20 fejezet. Tulajdonsagok, miiveletek

c) Van olyan fiiggvény, ami paros is és paratlan is.

d) Ha egy polinomfiiggvényben csak péros kitev6jli tagok vannak, akkor a fiiggvény péros.

e) Ha egy polinomfiiggvényben csak paratlan kitev6jii tagok vannak, akkor a fiiggvény parat-
lan.

f) Minden paros vagy péaratlan fiiggvény értelmezési tartomanya szimmetrikus a O-ra.

g) Van olyan péros és paratlan figgvény is, amelyik értelmezési tartomédnya R \ {0}.

h) Ha egy f fiiggvény értelmezési tartomanya Dy = R\ {1}, akkor a fiiggvény nem lehet sem
paros, sem paratlan.

20.26. Legyen f és g paros fiiggvény, Dy = Dy.

A) Az alabbi fiiggvények koziil melyik péros és melyik paratlan?

a) 2f; b) —f; c) 3f — 2g; d) f-g; e) i
f) L

B) Mit allithatunk a fenti a) - f) fliggvényekrél, ha f paros és g paratlan figgvény?

C) Mit allithatunk a fenti a) - f) fiiggvényekrdl, ha f és g is paratlan fiiggvény (és egyik sem
az azonosan 0 fiiggvény, ill. annak valamilyen lesziikitése)?

20.27. Az 1. dbran hirom lépésben dbrézoltuk az f(z) = xgli 7 fliggvényt. Mi az a - c fiiggvények

hozzarendelési szabalya?
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20.27.1. abra.

20.28. A 20.27. feladatban latottakhoz hasonléan abrazoljuk lépésenként a kovetkezd fliggvényeket :
a(z) = 12171; b(z) = 12710,5; o(z) = x%; d(z) = x2i071; e(x) = x++1;

f@) = =
20.29. Az 1. dbran hiarom lépésben dbrézoltuk az f(z) = ﬁ figgvényt. Mi az a - ¢ fliggvények
hozzarendelési szabalya?

20.30. A 20.29. feladatban latottakhoz hasonléan dbrazoljuk 1épésenként a kovetkezd fliggvényeket :

a(z) = Va2 —1; b(z) = Va?; c(z) = Va2 4+ 0,5; d(z) = Va2 + 4;
e(z) = V]z? =13 f(z) = ]z? = 4.
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20 fejezet. Tulajdonsagok, miiveletek
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20.29.1. abra.

20.31. A 20.29-a 20.30. feladatokhoz hasonléan dbrazoljuk lépésenként a kovetkezd fliggvényeket :

a(xz) =1 — a?; b(z) = V4 — a2 c(x) = V9 — a?;
d(z) = /4 — 22; e(z) = VI(z —3)8 —z)|.
20.32. Van-e olyan f: R — R els6fokd polinomfiiggvény, hogy minden z-re
a) f(x)+ f(z+1) =22+ 6; b) f(x+1) — f(x —1) = 10;
c) flx+2)+ f(z) = 12z; d) f(2z)+ f(z+1) =12z 4+ 4;7

Van-e megoldds akkor, ha f : R — R tetszéleges fiiggvény lehet (nem sziikségképpen poli-
nom)?

20.33. Van-e olyan f: R — R fiiggvény, hogy minden z-re
a) f(@) - f(—2) =2+ 1; b) f(z) — f(~) = az® + ¢ (a,c € R);
¢) flz—1)— f(1—2) =a?
20.34. Van-e olyan f: R — R fiiggvény, hogy minden z-re
a) 2f(x) +3f(1 —z) =6x —1; b) 2f(x) +3f(2—z) =2z — T,
c) fle)+(z+1)f(1—2)=1; d) 7f(z — 1)+ 5f(—z) = 122 — 10;

e) 2f(x) = 3f (1) == +27
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21. FEJEZET
Tulajdonsagok, miiveletek (teszt)

21.1. (M) Adott az f(x) = =z + 5+ 1 és g(z) = 2y/x — 3 fiiggvény. Melyik hamis az aldbbi
allitasok koziil?

— (1) A h = f- g fiiggvény értelmezési tartomanya x > 3.
- (2)Ah= 5 fliggvény értelmezési tartomdanya x > 3.

— (3) A h = \/f fiiggvény értelmezési tartomdnya x < —4.

- () o) = 4z - 3)

A) ) B) (2) c) ) D) (1)
E) Egyik sem.

21.2. (M) Az f és g fiiggvények értelmezési tartomanya Dy és Dy, zérushelyeik halmaza Z¢ és
Zg4. Melyik igaz az alabbi dllitdsok koziil?

— (1) ¢ f zérushelyeinek halmaza Z; (c tetszéleges konstans).
— (2) Az f + g = 0 egyenlet megolddsainak a szama |Z¢| + |Z,]|.
— (3) Az f - g = 0 egyenlet megoldasainak a szama |Zy| + |Z,].
- (4) 5 zérushelyeinek halmaza Z; \ Z,.
A) () B) (2) o ©) D) ()
E) Egyik sem.

21.3. (M) Az 1. ébrén az f, g, h fiiggvények képeit vazoltuk.
Az alabbi allitasok koziil hany igaz?

- (1) (f +9)(0) = f(0) + g(0) = 2.

-2 h=f-yg

— (3) Az |f| = g egyenletnek 2 megolddsa van.
= (

4) Az f fiiggvényt lesziikitjiik a [—0,5; +oo[ intervallumra. Az {gy kapott [’ fliggvény
értékkészlete megegyezik h értékkészletével.

— (5) Az x — 2f(z) + g(z) fiiggvény értékkészlete véges halmaz.

- i

= 1 egyenletnek tébb, mint két megoldasa van.

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
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21 fejezet. Tulajdonsigok, miiveletek (teszt)
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21.3.1. abra.

21.4.1. abra.

21.4. (M) Adott az A és a B halmaz, A = {1,2,3,4}, B = {2,4,6,8}. Az [ fliggvény az
A halmaz minden elemének megfelelteti a B halmaz egy-egy elemét az 1. (hidnyos) abranak
megfelelGen.

A kovetkezd allitasok koziil hdny hamis?

— (1) Ha f(3) = 6, akkor f monoton névekvo.

2) Ha f monoton névekvé, akkor f(3) = 6.

Ha f invertalhato, akkor f(3) = 6.

)
)
3) Ha f(3) =4, akkor f nem szigorian monoton névekvo.
)
5) Ha egy ¢ fiiggvény szigortian monoton csokkend, akkor van inverze.
)

—
-~ (
- (4
-~ (
— (6) Ha egy g fiiggvénynek van inverze, akkor szigortian monoton csokkend.

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

21.5. (M) Az 1. dbran az a, b, c,d figgvények képeit vazoltuk.
Az aldbbi allitasok koziil hany igaz?

— (1) Az a figgvény szigortian monoton csokkend.

— (2) Ha u < v <0, akkor az [u;v] intervallumra lesziikitett b fiiggvény monoton csékkend.
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21 fejezet. Tulajdonsdgok, miiveletek (teszt)
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21.5.1. 4bra.

— (3) A b fiiggvényt valamely (tetszOleges) véges intervallumra lesziikitjilk; az igy kapott
fliggvény korlatos.

— (4) A d fiiggvény monoton névekvo.
— (5) Ha egy f fuggvény szigortian monoton névekvo, akkor a d - f fiiggvény is az.
— (6) Az a + c fiiggvény szigortian monoton csokkené a | — oo; 2] intervallumon.

A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2

21.6. (M) A valds szamhalmazon értelmezett x — f(z) fliggvény szigorian monoton né, az
ugyanott értelmezett © — g(z) fiiggvény szigorian monoton csokken. Az aldbbi allitdsok koziil

hany igaz?
- (1) Az a(x) = f(z) + 2 fuggvény monoton né.

— (2) Ab(x) = f(x)+g(z) fliggvény lehet szigortian monoton csokkend és szigortian monoton

novekvo is.

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1
21.7. (M) Adott harom fiiggvény: f(z) = 2x—1; g(x) = |z—1|, ha z > 0; végiil h(z) = Vo — 1.
Az alabbi allitasok koziil hdny hamis?

(1) Az f fiiggvény inverze f~1(x) = 0,5z + 1.
(2)
- (3) T (2) =
(4)

4) A g figgvénynek van olyan lesziikitése, amelyen invertalhato.

g inverze nem létezik.
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21 fejezet. Tulajdonsagok, miiveletek (teszt)

— (5) Ha = > 0, akkor az f + g fliggvénynek van inverze.
— (6) A h és h™! fiiggvények gdrbéinek nincs kozds pontja.
A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

21.8. (M) Az alébbi allitasok koziil melyik két allitas igaz?

— (4) Ha egy f pératlan fuggvény véges sok, paratlan szamu helyen értelmezett, akkor f(0) =
=0.

— (5) Ha egy fiiggvény monoton névekvs, akkor nem lehet paros.
— (6) Ha egy fiiggvény monoton névekvé, akkor nem lehet paratlan.
A) (1)és(2) B) (3)és (4) C) (5) és (6) D) (1)és(4) E) (2)é& ()
21.9. (M) Az alébbi allitasok kézott hany igaz szerepel ?
) Az a(z) = 22, x € [—3;4] figgvény péros.
— (2) Ha f és g pératlan fiiggvények, akkor h = 2f — 3¢ is péaratlan fiiggvény.
— (3) Ha f pératlan, akkor f2 péros fiiggvény.
) Ha f? péros fiiggvény, akkor f vagy paros, vagy paratlan (de az egyik biztosan).
— (5) Ha f pératlan, akkor |f| is az.
— (6) Ha Dy =R, akkor az x — (|z|) fliggvény paros.

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

21.10. (M) Az alabbi dllitdsok az f(z) =z + 2 és a g(v) = 2? — 4 fiiggvényekre vonatkoznak.
Az allitasok kozott hany igaz van?

(1) % képe hiperbola.

(2) % képe egyenes.
— (3) A g fiiggvény lesziikitése a [3;100[ intervallumra monoton csokkend fiiggvény.

(4) Az f o g és g fiiggvények egymads eltoltjai.

(5) Az fogés go f fiiggvények egymads eltoltjai.

(6) Az f? — g fiiggvény egyetlen zérushelye x = —2.

A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1
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21 fejezet. Tulajdonsdgok, miiveletek (teszt)

21.11. (M) Az f:R — R els6foki polinomfiiggvényre teljesiil, hogy minden z-re f(z + 2) +
+ f(z) = 10x. Melyik igaz az alabbi éllitdsok koziil?

A) f(x)=2z-2. B) f(2)=4+ f(0).

C) f(5)=20. D) Ilyen fiiggvény nem létezik.

E) Egyik allitds sem igaz.

21.12. (M) Az f:R — R elséfoki polinomfiiggvényre teljesiil, hogy minden z-re f(z + 1) —
— f(x — 1) = 2¢ (ahol ¢ valés paraméter). Melyik hamis az alabbi allitasok koziil?

A) Lehet f(x) = cx — 1 a fliggvény egyenlete. B) Lehet f(z) = cx + 2¢ — 4 a fliggvény
egyenlete. C) Lehet, hogy f(0) = 0. D) Ilyen fiiggvény nem létezik. E) Egyik
allitas sem hamis.

21.13. (M) Az f: R — R fuggvényre teljesiil, hogy minden z-re f(z) — f(—x) = ¢ (ahol ¢
adott szam). Melyik hamis az alabbi allitdsok koéziil?

A) Alkalmas ¢ esetén lehet f(x) = k (konstans) a fiiggvény egyenlete. B) Hac =1,
akkor ilyen fliiggvény nem létezik. C) Alkalmas c esetén barmely péros fiiggvény lehet f.
D) Ilyen fiiggvény nem létezik. E) Egyik allitds sem hamis.

21.14. (M) Az f: R — R fiiggvényre teljestil, hogy minden z-re 2f(z) + 3f(1 — x) = 62 — 5.
Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

A) f(x)=—6x+2. B) f(0)=25.

C) f(3)=f(5)—10. D) Ilyen fiiggvény nem létezik.

E) Egyik allitds sem igaz.
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22. FEJEZET
Grafikus megoldas

22.1. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletek megoldasainak a szamat, a megoldasok konkrét
eloallitasa nélkil!

a) x| =2z +1; b) |z + 2| = =3z — 6; c) vV—2r+6 =23z —1;
d) v—2r+6=2x—3; e)vV—2r+6=|r—2[ f) 22 -6 =100z;
g) 2% = 111z + 222; h) (z—-2)2=z+1-1; i) -2 =-23z+34;

= —z+V?2;

1
T

J)

22.2. Rajzoljuk meg a jobb ill.a bal oldalon lathaté fiiggvény grafikonjat és olvassuk le az
egyenl6tlenség megoldasat az abrarol!

a)l2x—4lz2x+4; b) L <a; c) 1>z,
e) 1 >|—4alf; f) V-2r+4<z+2;
g) —x+ 3> —|z|+ 3; h) v—z+3>|—2+3|.

22.3. Az az? + bz +c =0 (a # 0) egyenlet két gydke u és v.
Hogyan lathat6 ez a tény az f(x) = ax? + bz + c fiiggvény grafikonjan ?
Milyen kapcsolat van a gyokok és a fiiggvény szélséérték helye kozott ?

22.4. Abrazoljuk az f(x) = 3z — 22 — 5 fiiggvényt, s a grafikon alapjan &llapitsuk meg az
a) f(x) > 0; b) f(z) <0

egyenl6tlenség megoldashalmazat!

22.5. Adott az f(x) = 222 +3x—5 ésa g(x) = —x?+22—9 fiiggvény. Oldjuk meg az f(z) < g(z)
egyenl6tlenséget !

22.6. Hogyan fiigg a p val6és paraméter értékétdl az alabbi f(z) = p egyenlet megoldasainak
szama az alabbi esetekben?

a) f(z) = [z —1[; b) f(z) = |lv — 1] —2[;

c) f(x) =22 — 62 +8; d) f(x) = |2? — 62 + 8|;
e) f(z) = 2? — 6|z| + 8; f) f(x)=|z2 —6|x| + 8|;
g) f(x) = V22 +4; h) f(x) = \\/—2x+ 35
i) f(z)=|v[—2z+4]- B fla) =22t

k) f(z) = |25E| - 3; D) f(#) = s

m) f(z) = 57 + 555

22.7. Hatarozzuk meg a 22.6. feladatbeli a) - m) egyenletek megoldasainak szamat akkor is, ha
a) f(x) = px; b) f(z) =z + p; c) f(z) = =2z +p!

22.8. Hatdrozzuk meg az Osszes a, b valés szampért, amelyre az ||z|+x —4| = ax+b egyenletnek
végtelen sok megoldasa van!
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22 fejezet. Grafikus megoldas

22.9. Hatdrozzuk meg az aldbbi a — d kifejezések értékkészletét (4 <mn € ZT)!

a(z) = |z —1[;

b(z) = |z — 1| + [z — 2[;
)=z =1+ |z —2|+ |z — 3|;

dlz)=lz =1+ |z —=2|+ |z =3|+...+ |z —n|.

22.10. Hatédrozzuk meg a derékszogli koordindta-rendszerben azon P(z;y) pontok halmazat,
amelyek koordinataira teljesiilnek az aldbbiak:
a) |z| - y[ = 0; b) |zy| > 0;

c) lx—1] |yl =1; d) 22 +22+y?> -4y +1=0;
e) 4z? —dxy +y*> —9=0.

22.11. Hény megoldasa van az aldbbi egyenletrendszereknek ? (Valaszoljunk a megoldasok konkrét
el6éllitasa nélkull!)

a) 2z+y=3, y=-2x+4

b) 3x+2y=4, 2x—y=0>5;

c) xz—2y=4, 2zx-—8=4y.

22.12. Hogyan fiigg a p valés paraméter értékétél az aldbbi a) - ¢) egyenletrendszerek megolda-
sainak szama?

a) 3z+y=5y=-3z+p;

b) 3x+y=5 y=pzr+?5

c) 3z+y=5 y=2pxr—4p—1.

22.13. Hogyan fiigg a p valds paraméter értékétél az alabbi a) - d) egyenletrendszerek megolda-
sainak szama?

a) 2’+y’ =4, aty=p;

b) 2®+y?=p® 2 +y’+ 2y —1=0;

c) wy=1, T +y=p;

d) [|z[+yl=4, y=z+p

22.14. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket! (x, y valds szdmok.)
a)Vr—9++r—5=2;
b) V99— 2+ Vz —5=2;
¢) Ve —10+x — 9+ +z —5 = 3;
d) 22 — 4=z +4;
e) V2r — 8+ Vo —3+3x — 11 =2 — y?;
f) 22+1=22—/3—y;
g) \/x—|—2\/x—1—|—\/x—Q\/x—1:2—y2;

h)z+1=2-942 haz >0

22.15. Oldjuk meg az aldbbi egyenlStlenség-rendszert az egész szamok halmazan!
T+ 3y < 15, T+ 2y > 14, 2r —y < 5.
22.16. a) Mi az A = 2x + 3y kifejezés értékkészlete, ha az
x>0, y >0, z + 2y < 10, x+y <6, r—4<0

feltételek teljesiilnek ?
b) Mi a 2z — y = 3 feltétel mellett a B = 22 + 2y kifejezés értékkészlete?
c) Mi az 22 + 4y? = 16 feltétel mellett a 3z + y kifejezés értékkészlete?
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22 fejezet. Grafikus megoldas

22.17. Egy Osszejovetelre 1iditét és szendvicset vasarolunk, mindkettébél legalabb nyolcat. Az
idit6 80 Ft-ba, a szendvics 60 Ft-ba keriil. Legfeljebb mennyit vasarolhatunk az egyes termékek-
bdl, ha 1800 Ft-unk van ezekre a koltségekre?

22.18. Egy édességbolt tulajdonosa kétféle husvéti csomagot akar dsszedllitani. 120 darab csoki
tojas, 60 darab csoki nyuszi és 40 darab csoki barany van a raktarban. Mindkét csomagba 5 darab
csoki tojast, az egyikbe 3 csoki nyuszit és 1 baranyt (A csomag), a masikba 1 csoki nyuszit és 2
csoki bardnyt (B csomag) tesz a tojasok mellé.

a) Legfeljebb hany csomagot tud késziteni?

b) Ha az A csomagon 300 forint a haszna, a B csomagon 250 forint, akkor mekkora a leg-
nagyobb haszon, amit el tud érni? Mennyit kell ehhez az egyes csomagokbdl készitenie?

22.19. Egy iskolai bulira kétféle szendvicset készitenek, sajtosat és sonkasat. Az els6hoz darabonként
2 dkg sajtot, 3 dkg paprikat, 4 dkg kenyeret és 1 dkg vajat hasznédlnak fel. A sonkashoz
darabonként ugyanannyi kenyér és vaj kell, valamint 2 dkg sonka és 1 dkg sajt. Rendelkezésre
all 3 kg kenyér, 6t darab 10 dkg-os vaj, 60 dkg sajt, 90 dkg sonka és 3 kg paprika.

a) Legfeljebb hény szendvics készithet6?

b) A sajtos szendvicset 160, a sonkasat 140 Ft-ért druljdk. Melyikb8l mennyit készitenek, ha
a tervezett bevétel a lehet6 legnagyobb?

c) Mennyibe keriiljon a sajtos szendvics (a sonkéds ara marad 140 Ft), hogy csak az egyik
fajtat legyen érdemes késziteni?

22.20. Egy gazdasdgban az etetési program szerint egy-egy allatnak naponta az A tdpanyagbdl
legalabb 45, a B tapanyagbol legalabb 60, a C' tapanyagbdl legalabb 5 dkg-ot kell kapnia. A
vizfogyasztas k6zombos. A gazdasdgnak kétféle takarméanya van. Az els6 takarméany 10 dkg A,
10 dkg B tapanyagot és 80 dkg vizet, a masodik takarmany 10 dkg A, 20 dkg B, 5 dkg C
tapanyagot és 65 dkg vizet tartalmaz kilogrammonként.

a) Milyen etetési program mellett lesz a koltség minimélis, ha az els6 takarmény éra 60 Ft/kg,
a masodik takarmany ara pedig 240 Ft/kg?

b) Milyen program mellett lesz az etetési veszteség minimalis, ha az els6 takarmanynél 10 %,
a masodiknél 20 % a veszteség?

c) Van-e olyan program, amely mellett mind a két kévetelmény egyszerre érhetd el, és mit
kap ekkor egy allat?

22.21. Legyen 0 < a < b. Mit allithatunk az aldabbi A, B kifejezések nagysagrendi viszonyardl?

a) A= \a|'2|'\b\’ B— aTer :
b) A=94" B a—“’)z-
- 2 - 2 ’
c) A=eb p_ . fub,
d) A= 2t B=_2
2 a+b’
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23. FEJEZET
Grafikus megoldas (teszt)

23.1. (M) Az alébbi egyenletek koziil hanynak van egynél tobb megoldasa?

(1) |x + 3| = 100z + 4; (2) Vo —3=—x+3; (3) v—2x + 4 =100z;
(4) 22 — 5 = 100z; (5) (x—1)2 =]z —1]; (6) %75:100:6—1—100;
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

23.2. (M) Az f(z) = 22 + bz + ¢ = 0 egyenlet két gyoke u és v (u < v) Az aldbbi allitasok
koziil hany igaz?

— (1) Az f figgvény képe parabola.
(2) Az f fiiggvény egyik zérushelye wu.
(3) Az f kifejezésnek maximuma van.
— (4) Az f fuggvény széls6érték helye x = “T”
(5) Ha u < x vagy = < v, akkor f(x) < 0.
(6) Az f fuggvény y tengelymetszete c-nél van.
A

N

1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

23.3. (M) Legyen f(z) =z + 3 és g(x) = v/—2z + 9. Az alabbi 4llitdsok koziil hany igaz?
(1) Az f(x) = g(x) egyenletnek egyetlen megoldasa van.
(2) Ha = < —2, akkor f(z) < g(x).
— (3) Ha f(z) < g(x), akkor = < —2.
(4)
(5)
(6)

4) Ha f(z) > g(x), akkor 0 < x < 4,5.

5) Ha f(z) = g(z), akkor f?(2) = g*(2).

6) Ha f2(2) = g2(2), akkor f(z) = g(2).

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

N

23.4. (M) Adott az f(z) = |(z — 5)* — 6| fiiggvény. Az aldbbi allitdsok koziil hdny hamis?

- (1) Az f(x)=p egyenletnek (p valés paraméter) lehet pontosan 3 megoldésa.
- (2) Az f(x) = f(0) egyenletnek 2 megoldasa van.
— (3) Ha p > 8, akkor az f(z) = p egyenletnek 2 megolddsa van.
) Ha az f(z) = p egyenletnek 2 megoldésa van, akkor p > 8.
— (5) Van olyan p érték, amelyre az f(x) = p egyenletnek 5 megolddsa van.
)

~ (6) Van olyan p érték, amelyre az f(x) = p? egyenletnek nincs megoldésa.

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
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23 fejezet. Grafikus megoldas (teszt)

23.5. (M) Adott az aldbbi egyenletrendszer:

(1) -4z +y =2, (2) y = p*x +p.

Melyik allitas a hamis?
A) Hap =1, akkor az egyenletrendszernek egyértelmii a megolddsa. B) Hap > 0, akkor
az egyenletrendszernek van megoldasa. C) Van olyan p érték, amelyre az egyenletrend-
szernek nincs megoldasa. D) Ha az egyenletrendszernek nincs megoldésa, akkor |p| # 2.
E) Egyik sem.

23.6. (M) A kovetkez6 fiiggvények kozil hdnynak van minimuma?

- (1) v € [-82],a(z) = |z - 10|
- (2) v €] - 8;2],b(x) = 2° + 6z
- (3) we[-82 ¢z) = — i

- (4) z €] - 82, d(x) = vz + 10
— (5) w €] — 8;2], e(z) = —b(z)

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

23.7. (M) Tekintsiik az 12 +4 = 4z — /3 — y egyenletet. Az aldbbi allitasok koziil melyik igaz?
A) Az egyenletnek két megoldasa van. B) Az egyenletnek végetlen sok megoldasa van.
C) Ha (x;y) megoldas, akkor x +y = 5. D) Van olyan negativ z, amelyre az egyenletnek
van megoldésa. E) Egyik sem.

23.8. (M) Tekintsiik a v/ — 5+ v/x — 1 = y egyenletet. Az aldbbi 4llitdsok koziil hény igaz?
1) Ha y < 0, akkor nincs megoldas.

2) Ha nincs megoldas, akkor y < 0.

- (1)

- (2

— (3) Ha (z;y) megoldés, akkor = > 5.

— (4) Ha y > 3, akkor végtelen sok megoldas van.
- (5

5) Ha az (z;y) megoldas egyértelmi, akkor z +y = 7.
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
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24. FEJEZET
Fiiggvénykapcsolatok

24.1. A gyerekek stlyat az életkor fiiggvényében az s(z) = %jﬁf (kg) kozelits képlet irja

le, ahol x az életkor években. Mi lehet a fliggvény értelmezési tartoméanya?

24.2. A H halmazban 1év6 20 szam atlaga 18,2. Hogyan valtozik a szamok atlaga, ha egy tovabbi
x szémot hozzévesziink a halmazhoz? Abrazoljuk x figgvényében a szamok atlagat!

24.3. Két varos tavolsaga 1200 km. A pihendk szamatol és hosszatol fiiggden egy autoé legkevesebb
40 km/h és legfeljebb 100 km/h atlagsebességgel teheti meg az utat.

a) Milyen kapcsolat van az ut megtételéhez szitkséges idé és az atlagos sebesség kozott ?

b) Abrézoljuk az Gt megtételéhez szitkséges id6t az 4tlagsebesség fiiggvényében!

24.4. Az tszémedencét két befolyd csévon keresztiil tolthetjik meg vizzel. Az elsd csévon
keresztiil 6 6ra, a masodik cs6von keresztiil 8 ora alatt telik meg a medence.

a) Hatarozzuk meg, hogyan fiigg az egyes esetekben a medencében lev viz magassdga a toltési
id6t6l! (A medencében altaldban 160 cm-es viz van.)

b) Hatérozzuk meg a vizmagassdg - id6 fiiggvénykapcsolatot, ha mindkét csovet kinyitjuk!
Mennyi id6 alatt telik meg a medence?

c) Abrézoljuk az egyes esetekben a vizmagassig - id6 fiiggvényt! Egyenes ardnyossagot kap-
tunk ?

24.5. Egy 12 cm magas gyertya 6 6ra alatt, egy 9 cm-es gyertya 9 éra alatt ég el. Egyszerre
meggyujtjuk mindkét gyertyat, amelyek ezutdn egyenletesen égnek (fogyasuk egyenletes).

a) Abrézoljuk a gyertydk magassagat az eltelt id6 fiiggvényében!

b) Meggyujtasuk utdn hany perccel lesz kétszer akkora az egyik gyertya, mint a masik?

c) Adjunk vélaszt az el6z6 feladatokra abban az esetben is, ha az elsé gyertyat 2 éraval a
masodik utan gyajtjuk meg!

d) Az azonos anyagu gyertydk egységnyi hosszanak égési ideje kozelitSleg egyenesen aranyos
a keresztmetszetiikkel. Mekkora a két gyertya keresztmetszetének ardnya?

24.6. A szilvinak v = 2 része viz, az aszalt szilvinak mar csak w = 2 része. 100 kg aszalt

szilvat készitlink. ’ ’
a) Hény kilogramm nyers szilvat hasznalunk fel ehhez?
b) Hogyan fiigg a felhasznalandé nyers szilva mennyisége v-t617
c) Hogyan fiigg a felhasznaland6 nyers szilva mennyisége w-t617

24.7. p = 10%-os arleszéllitds utén egy konyv eladdsdn h = 8% a haszon. A konyv z aratol
fliggben hatarozzuk meg, hogy

a) hany szazalékos a konyvesbolt haszna arleszallitas el6tt;

b) hogyan fiigg a konyv 6nkoltsége p-t6l és h-t6l; valamint, hogy

c¢) hogyan fiigg p-t6l és h-t6l a haszon?

24.8. Egy pontszeril test kezdetben a koordindtarendszer (a;0) pontjaban van. Ezutan a test
v (egyenletes) sebességgel halad az x tengely pozitiv irdnydba. Mekkora a test tavolsdga ¢ idé
mulva

a) az orig6tol; b) a (12;0) ponttdl; c) a (b;0) ponttdl?



24 fejezet. Fiiggvénykapcsolatok

24.9. Két pontszeri test egyenletes sebességgel halad a koordinatarendszer x tengelyén. Kezdeti
helyzetiik (a;0), illetve (b;0); sebességiik v, illetve w. Mekkora a testek tavolsiga t id6 milva,
ha

a) mindkét test az x tengely pozitiv irdnyaba halad;

b) mindkét test az x tengely negativ irdnyaba halad;

c) a testek ellentétes irdnyban haladnak?

24.10. a) Egy tutkeresztez6désbél egyszerre, két kiillonb6zé irdnyban induld, egyenletes sebességgel
halad6 autok tavolsaga egy éra elteltével 20 km. Mekkora az autdk tavolsdga 2, 3, 4, ..., t 6ra
elteltével ?

b) A kiindulési helyzetet annyiban valtoztatjuk meg, hogy az egyik autd sebességét a kétsz-
eresre noveljiik, s igy az autdk tavolsaga egy éra elteltével 30 km lett. Mekkora az autdk tavolsaga
2,3,4,...,1t ora elteltével ?

24.11. 50 km/h sebességgel haladé személygépkocsi fél perc alatt 120 km/h sebességre gyor-
sul fel. Mekkora utat tesz meg ez alatt az id6 alatt? Abrazoljuk a jarmil mozgisat az at-id6
grafikonon! (A gyorsulds egyenletes.)

24.12. A 6ld felszinérél kilétt 1ovedék levegében megtett roppalyajat a h(z) = x — 0,122 fiig-
gvény grafikonja irja le. (A fiiggvény a felszintél mért magassdgot adja meg a vizszintes elmoz-
dulés fiiggvényében.)

a) Mi figgvény értelmezési tartoménya?

b) Mekkora a 16tavolsag?

c) Mekkora a lovedék altal elért legnagyobb magassig?

d) Abréazoljuk a fiiggvényt!

24.13. Egy auté gyorsuldsa ttjanak elsé 10 masodpercében a1 = 2 m/ s?, majd a kdévetkezo 10
mésodpercben ag = 4 m/s® volt.

a) Mekkora utat tett meg ez alatt az auté?

b) Abrézoljuk a jarmii mozgasat az ut-idé grafikonon !

c) Mekkora volt az auté atlagos gyorsuldsa?

d) Oldjuk meg az a) - c¢) feladatot akkor is, ha az auté 100 méteres utszakaszon haladt
a; =2m/ s?, majd a kévetkezé 100 méteren as = 4 m/ s? gyorsuldssal!

24.14. Két egyenletes sebességgel haladé autdé mozgdsiat modellezziik. A modell alapjén az
els6 auté a koordinatarendszer (0;0) pontjabdl indul, az x tengely pozitiv irdnydba halad, és
percenként 3 egységnyi utat tesz meg. A masik auté a (0;12) pontbdl indul, az y = %x + 12
egyenletii egyenesen halad (tdvolodva az = tengelytél), és percenként 5 egységnyi utat tesz meg.
Mekkora a két autd tavolsdga ¢ perc milva?

24.15. Pattogo labda foldfelszint6l mért magassagat vizsgaljuk az id6 fiiggvényében. Egy mod-
ellben a labda minden titkozésnél sebessége 20 %-at elveszti. (A kozegellenallastdl eltekintiink,
g~ 10 m/s2 gyorsuldssal szamolunk, és az {itkozések idétartamat nagyon révidnek tételezziik
fel (elhanyagoljuk)).

a) Abrézoljuk a magassag-idé grafikonon a labda mozgasat! (A labda kezdeti ejtési magassiga
1 méter.)

b) Hényat pattan a labda? (A labda a f6ldrél méar nem emelkedik fel, ha kézéppontja kevesebb,
mint 5 cm-re van a felszint6l.)

24.16. Egy adatbankban N adat rendezéséhez sziikséges id6 az (1) és (2) eljardsban az alabbi:
(1) t = 0,0001N3 + 0,0002N ;
(2) t = 0,002N?2 + 0,004N.
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Nagy N értékekre a (2) eljaras a gyorsabb. Mely N < 2 értékekre gyorsabb az (1) médszer?

24.17. Egy 10 cm x 10 cm méretii négyzet alakt kartonlap sarkaibdl egybevagd négyzeteket
vagunk le, s a papirbdl felil nyitott dobozt készitlink; jeloljiik xz-szel a levagott négyzetek cm-
ben mért oldaldnak hosszat.

a) Hatédrozzuk meg a doboz térfogatat x fiiggvényében !

b) Abrézoljuk az igy kapott fiiggvényt!

c) Mi a fiiggvény értelmezési tartoménya és értékkészlete?

d) Mekkoranak valasszuk x-et, hogy a doboz térfogata 62 cm? legyen ?

e) Oldjuk meg az a) - d) feladatokat akkor is, ha a kartonlap kezdetben 10 cm x 20 cm méretii
téglalap alaku!

24.18. Egy négyzet oldala 20 cm. Mennyivel csokkentsiik az egyik oldalt, és ndveljiik ugyanan-
nyival a vele szomszédos masik oldalt, hogy az igy kapott téglalap teriilete

a) 360 cm?;

b) 420 cm? legyen?

c) Hogyan fiigg a keletkezett téglalap keriilete és teriilete a véltoztatds x nagysagatol?

d) Oldjuk meg az a) - ¢) feladatokat akkor is, ha az egyik oldalt  cm-rel csokkentjiik, a vele
szomszédos masik oldalt pedig 2x cm-rel noveljiik. Hogyan fiigg ekkor x-tél a keletkezett téglalap
keriilete és teriilete? Abrazoljuk az {gy kapott fiiggvényeket, s hatdrozzuk meg az értékkés-
zletiiket !

24.19. Egy téglalapot az 1. dbra szerint 6t egybevigod részre osztottunk.

24.19.1. abra.

a) Adjuk meg a téglalap k keriiletét x fiiggvényeként, ha teriilete 1200 m?! Abrézoljuk az igy
kapott fliggvényt, s hatarozzuk meg értékkészletét!

b) Adjuk meg a téglalap ¢ teriiletét y fiiggvényeként, ha keriilete 1200 m! Abrézoljuk az igy
kapott fliggvényt is, s hatdrozzuk meg értékkészletét!

24.20. A folyoparton 120 m hosszt keritéssel téglalap alaku teriiletet keritiink be harom oldalrdl
(a negyedik oldal a folyépart). A téglalap parttal parhuzamos oldaldnak hosszat jeloljiik a-val,
a partra meréleges oldalak hosszisagat b-vel!

a) Adjuk meg a teriiletet nagysdgat a, illetve b fiiggvényében!

b) Hogyan valasszuk meg az a, b oldalak hosszisdgat, hogy a bekeritett teriilet a lehetd
legnagyobb legyen?

24.21. Az ABCD négyzet oldala 20 cm hosszisagi. Egy P pont az 1. dbra szerinti AC' egye-
nesen A-t6l és C-t0l tavolodva mozog v sebességgel gy, hogy kezdetben a C pontban van.
Hatérozzuk meg az ABP haromszog keriiletét és teriiletét
a) az eltelt idé fiiggvényében;
b) a P pontnak az AD egyenest8l mért tavolsaga fiiggvényében!
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24.21.1. abra.

24.22. Oldjuk meg a 24.21. feladathoz hasonlé példat: BAC/ = 60°, AB = 20 cm, és a P
pont az AC egyenesen A-t6l és C-t6l tavolodva mozog v sebességgel tigy, hogy kezdetben a C
pontban van. Hatdrozzuk meg az ABP haromszog Kkeriiletét és tertiletét

a) az eltelt idé fiiggvényében;

b) a P pontnak az AB egyenestdl valé tavolsiga fiiggvényében !

24.23. Két auté mozgasat a derékszogii koordinatarendszerben modellezhetjiik. Ebben a mod-
ellben az A, B és C véarosok koordinatai A(—7;2), B(2;—-9) és C(8;9). A t = 0 id6pillanatban
elindul A-bdl egy aut6, melynek sebességvektora (2;1). A ¢ = 2 idépillanatban elindul egy masik
auté B-bél C felé /40 egységnyi sebességgel. Hatarozzuk meg, hogy mely pontokban lesznek az
autok

a) t = 11 idGegység milva;

b) akkor, amikor legkozelebb keriilnek egyméshoz!

24.24. A 40 cm hosszit AB szakasz f6lé rajzoljunk az 1. dbra szerint két szabalyos haromszoget.

24.24.1. abra.

Hogyan fligg a két hdromszog teriiletének Osszege az els6 haromszog oldalanak a hosszatdl?
Hogyan valasszuk meg a haromszogek oldalainak hosszat, hogy tertletiik 6sszege
a) minimalis; b) maximalis

legyen?

24.25. Oldjuk meg az eloz6 feladatot, ha a szabalyos haromszogek helyett

a) két négyzetet; b) két félkort

irunk a szakaszok folé!
24.26. Egy madar a fold felett h1 magassagban allandé nagysagu és vizszintes iranyu ¢ sebességgel
repiil egy — a f6ldhoéz viszonyitva — he magassiagban 1év6 lampa alatt.

a) Mekkora v sebességgel mozog a madar arnyéka a foldon?
b) Abrazoljuk a v sebességet ¢; majd hy; végiil he fliggvényében!
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24.27. Egyenld szart haromszog szarainak hossza 10 cm. Jeloljiik a (véltozd) alap hosszat a-val,
a hozza tartozd magassagot m-mel, a szarak altal bezart szoget a-val, s fejezziik ki az s = a+m
Osszeget

a) a-val; b) m-mel; c) a-vall

d) Hatérozzuk meg az s fliggvény értékkészletét! Milyen a, m, o értékekre lesz s a lehetd
legnagyobb?

24.28. Hatarozzuk meg, hogyan fiigg a szabalyos n-szog keriilete és teriilete a korilirt kor R
sugaratél az alabbi esetekben:
a)n=3; b) n =4; c) n=6; d) n=38; e)n=12.

24.29. O kozéppontt, egységnyi oldali szabalyos n-szog keriiletén dlland6 v sebességgel mozog
egy P pont. Hatarozzuk meg az OP tavolsag idofiiggését, ha a P pont a sokszog csticsabdl indul,

és
a) n=3; b) n=4; c) n=06; d) n=38; e)n=12.

24.30. Egy ABCD biliard jatékasztal méretei: AB = 1,5 m, BC = 2,5 m. Az asztal kdzepén
16v6 golyot a hosszabbik BC fal irdnydba lokjik v = 3 m/s sebességgel tigy, hogy iitkozéskor a
beesési szog 30°. Adjuk meg a goly6 és a BC' fal tavolsdgat az id6 fiiggvényében, ha a golyd

a) egyenletes sebességgel gurul (idealizalt eset);

b) a = 0,1 m/s” egyenletes lassuldssal halad!

24.31. Egy kockacukor mindegyik éle @ = 1 cm hossziisdgi. A kockacukrot V = 20 cm? tér-
fogatti vizbe tesszilk, melyet folyamatosan keveriink. Igy mésodpercenként h = 0,4 mm vastag
réteg oldédik le a kockacukor mindegyik oldalfeliiletrél. Hogyan fiigg az eltelt id6tol

a) a megmaradt kocka térfogata;

b) az oldat szazalékos cukortartalma?

24.32. Az ABCD téglalap oldalaiAB = a = 16 cm és BC' = b = 10 cm. Az A és B kozéppont
negyedkorivek a téglalap teriiletét négy részre osztjak (ldsd az 1. abrét).

D C

24.32.1. abra.

a) Mekkora ezen részek teriilete?

b) A 3 csticsu részekbe az abra szerint egy-egy tovabbi, bels6 érintékort rajzolunk (ezek tehat
érintik az AB, illetve C'D oldalakat, valamint a két negyedkorivet). Mekkora ezen érintékorok
és y sugara?

c) Mekkora teriiletii részekre osztjak az érintékorok a téglalap teriiletét ?

d) Ha a BC = b oldalt rogzitjiik, s az AB = a oldalt véltoztatjuk (b < a), milyen a/b ardny
esetén teljesiil az x = y egyenlGség?

24.33. Az x, y val6s szdmokhoz az M (z;y) = u_y‘#

adhatjuk meg egyszeriibben ezt a kétvaltozds fliggvényt?

utasitassal rendeliink értéket. Hogyan
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24 fejezet. Fiiggvénykapcsolatok

24.34. Az a, b pozitiv szamok Osszege 1.
a) Hatarozzuk meg, hogyan fiigg b-t6l a két szam kobének a kiilonbsége!
b) Mi az igy kapott fliggvény értékkészlete?

24.35. Az f figgvény barmely valés z értékre z-nek a [0;2] intervallum legtdvolabbi egész
értékétél vald tavolsagat veszi fel (z a szdmegyenes tetszéleges pontja).

a) Abrazoljuk és irjuk fel az f fiiggvényt képlettel!

b) Oldjuk meg a feladatot, ha a legtdvolabbi egész érték helyett a legkozelebbi (nem sziik-
ségképpen egész) értéktdl valo tavolsagot tekintjiik!

24.36. Bizonyitsuk be, hogy barmely x valds szamnak a legkdzelebbi egész szamtol vald tavol-

Séga%—’{x}—% !

24.37. Tekintsik a ]0; 1] intervallumban 1é6v6 szamokat és mindegyiknek a sajat kobétol valo
eltérését! Abrazoljuk az igy kapott fiiggvényt! Mely szamndl kapjuk a legnagyobb eltérést?
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25. FEJEZET
Fiiggvénykapcsolatok (teszt)

25.1. (M) Egy 160 cm vizmélységii tszémedencét két befolyd csovon keresztiil tolthetjiik meg
vizzel. Az els6 csovon keresztiil 10 d6ra, a méasodik csévon keresztiil 12 éra alatt telik meg a
medence. A kovetkez6 allitasok koziil hany hamis?

— (1) Ha csak az els6 cs6 nyitott, a 120 cm vizmagassig eléréséhez 7 éra 30 percre van
sziikség.

— (2) Ha az els6 csovet 3, a méasodikat pedig 4 éraig tartjuk nyitva, akkor a medence t&bb,
mint félig megtelik.

— (3) Ha az els6 csovet 3, a mésodikat pedig 4 éraig tartjuk nyitva, akkor a medencében
tobb, mint 100 cm lesz a vizmagasség.

10412
2

— (4) Ha mindkét cs6 nyitott, akkor a medence : 2 = 5,5 6rdnyi id6 alatt telik meg.

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

25.2. (M) Egy pontszerii test kezdetben a koordinatarendszer (12;8) pontjdban van. Ezutén a
test 2 egységnyi (egyenletes) sebességgel halad az y tengely negativ irdnyéval parhuzamosan. A
kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz?

A) Az eltelt id6 novekedtével a test orig6tél valé tavolsdga csokken. B) ¢ id6 milva a
test tavolsdga az origotél 122 + (8 — 2t)2, C) Az origéhoz legkozelebb 8 egységnyi id6
miulva érkezik a test. D) 12 egységnyi id6 mulva a test tavolsdga az origdtdl 20 egység.
E) Egyik sem.

25.3. (M) Egy u = 30 m/s kezd&sebességgel, fliggblegesen elhajitott test foldfelszintél mért
tavolsaga h. (Szamoljunk g =~ 10 m/s? nehézségi gyorsuldssal; a kozegellendllds elhanyagolhato.)
Az alabbi Aallitasok koziil hany igaz?

1) A mozgés kezdeti szakaszan (pl. t72 s) a test sebessége v(t) = 30 — 5¢.
2) Ha t = 2s, akkor h = 40 (m).

- (1)

- (2

— (3) Ha h = 40 méter, akkor ¢t = 2s.

— (4) A test maximalis emelkedési magassdga hmax = 45 méter.
- (5)

5) A mozgas folyaméan a test gyorsuldsanak valtozik az irdnya.
A) 5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

25.4. (M) Egy 30 cm x30 cm méretli négyzet alaki kartonlap sarkaibél egybevagd négyzeteket
vagunk le, s a papirbdl feliil nyitott dobozt készitiink. Jeldljiik z-szel a levagott négyzetek cm-ben
mért oldaldnak a hosszat. Az alabbi allitdsok koziil hany hamis?

— (1) x hossza tetszOleges.

— (2) x novelésével a doboz térfogata né.
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25 fejezet. Fiiggvénykapcsolatok (teszt)

~ (3) Ha = = 3, akkor a doboz térfogata 1728 cm?.
— (4) z alkalmas megvalasztasaval elérhetd, hogy a doboz térfogata 1,8 liter legyen.
— (5) A doboz térfogata 4x(15 — x)2.
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
25.5. (M) A folyéparton 600 m hosszu keritéssel téglalap alakt szant6foldet keritiink be hdrom

oldalrdl (a negyedik oldal a folyopart). A téglalap parttal parhuzamos oldalanak hosszat jeloljitk
x-szel, a partra meréleges oldalak hosszisdagat y-nal. Az aldbbi allitdsok koziil hany igaz?

— (1) y < 300 méter.
— (2) A szant6fold teriiletének a nagysiga T = 2y(300 — y).
— (3) A szant6fold teriiletének a nagysiga T = w.
—
—

4) z alkalmas megvalasztasaval elérhetd, hogy a szantéfold teriilete 25000 m? legyen.

)
)
)
5) A szant6fold teriilete maximalis, ha z = y.

A) 1 B) 2 c) 3 D) 4 E) 5

25.6. (M) Egy 12 cm hosszt AB szakasz {61é az 1. dbra szerint két kort rajzolunk.

AL

25.6.1. abra.

Melyik hamis az alabbi allitasok koziil ?
A) A két kor keriiletének Gsszege 127 cm. B) A két kér teriiletének ésszege lehet 100 cm?.
C) A két kor tertiletének Osszege maximélis, ha C' az AB szakasz felezpontja. D) A korok
teriilete legalabb 97 cm?. E) Egyik sem.

25.7. (M) Két pozitiv szdm, = és y Osszege 12. Hany hamis az aldbbi allitasok koziil ?
— (1) A két szdm szorzata x(12 — x).

2) Az x - y kifejezésnek van minimuma.

(1)
(2)
~ (3) z - y? maximélis, ha x = y = 6.
~ (4) - y? lehet 200.

()

— (5) 22 + y? legaldbb 72.
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

199



25 fejezet. Fiiggvénykapcsolatok (teszt)

25.8. (M) Egy haromszog két oldala a = 6 cm és b = 8 cm, a két oldal bezart szoge . Hany
igaz az alabbi allitasok koziil?

A)

(1) A haromszog teriilete egyenesen ardnyos 7y-val.

(2) A haromszog teriilete legfeljebb 24 cm?.

(3) A haromszog keriilete lehet 15 cm.

(4) A haromszoget lefedd kor teriilete lehet 50 cm?.

(5) A v szog novelésével a haromszog beirt korének né a sugara.
(6)

6) A v sz0g novelésével a harmadik oldalhoz tartozé silyvonal hossza csokken.

1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
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26. FEJEZET
Vegyes feladatok

26.1. Hatarozzuk meg az f(z) = \/ 1—14/1—+/1 — z fiiggvény értelmezési tartomanyat!
26.2. Adott két fliggvény:
f(z) = V—a%+2x + 3, g(x) =V —2? -2z +8.

Legyen Dy, ill. D, a fliggvények értelmezési tartomanya, s hatdrozzuk meg az alabbi halmazokat:
A={rcRiz e Dyésa e Dy};
B={xcR;x € Dy vagy v € Dy};
C = {z € R;x legaldbb az egyik halmaznak eleme(Dy és D, koziil)};
D = {x € R;x legalabb Dy-nek eleme (D és Dy koziil) };
E = {x € R;x legfeljebb az egyik halmaznak eleme (Dy és Dy koziil)} ;
F = {z € R;z legfeljebb Dg,-nek eleme (D¢ és D, koziil)};
G = {z € R;x csak az egyik halmaznak eleme (D és D, koziil)};
H = {z € R;z csak Dg-nek eleme (D és Dy koziil)};
I = {z € R;z pontosan az egyik halmaznak eleme (Dy és D, koziil)};
J = {z € R;z pontosan Dy-nek eleme (D és Dy koziil) };
K = {z € R; ha x eleme az egyik halmaznak, akkor eleme a masik halmaznak is};
L ={x €R; hax € Dy, akkor x € Dy};
M = {z € R;x nem eleme egyik halmaznak sem (D és Dy koziil)};
N = {z € R;z nem eleme D -nek}.

26.3. Adjuk meg az f(x) = %x — 4 fliggvény képének az egyenletét, ha az alabbi geometriai
transzformaciokat hajtjuk végre.

a) Tengelyes tiikkrozés az = tengelyre;

b) tengelyes tiikkrozés az y tengelyre;

c) kozéppontos tiukrozés az origéra;

d) koézéppontos tiikrozés a (2;3) pontra;

e) eltolas a (2; —1) vektorral;

f) A\ =2 ardnyu meréleges affinitds az x tengelyre;

g) A= —% aranyd meréleges affinitds az = tengelyre;
h) A\ = —2 ardnyt mer6leges affinitds az y tengelyre;
i) A= —% aranyu merdleges affinitas az y tengelyre;

j) 90°-kal val forgatas az origd koril;
k) —90°-kal valé forgatéds a (2;3) pont kortl.

26.4. Oldjuk meg a 26.3. feladatot a g(x) = \/z — 3 és a h(x) = 22 — 62, (z > 3) fiiggvényekkel
is.

26.5. Mi lehet az 1. abran lathaté f; — f3 ,flrészfliggvények” hozzarendelési szabédlya?
Ezek alapjén adjuk meg egy n-fogu ,,flirészfiiggvény” képletét!

26.6. Mi lehet az 1. dbran lathaté flrészszerl g fiiggvény hozzarendelési szabalya?
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26 fejezet. Vegyes feladatok

Yy f1 f2 f3
0 . e
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26.5.1. abra.
Y
A
i g
v
T
g N\ o ¢ K
)
p-
26.6.1. abra.

26.7. Hogyan valtozik meg az A(x) = 22 + bx + ¢ kifejezés szélséértéke és szélséérték helye, ha
a kifejezéssel az alabbi miiveleteket végezziik:

a) a kifejezés szorzésa 3-mal;

b) szorzds —2-vel;

c¢) pozitiv konstans hozzdadasa, kivondsa;

d) négyzetre emelés;

e) a kifejezés reciprokat vessziik;

f) a kifejezés abszolutértékét vesszik.

26.8. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat!
a(r) = 2%+ 2|x| - 8; b(z) = |2? — 2|z| - 8|; c(x) = |2? + 2|z| — 8|

26.9. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat!
i X
a(z) = sgn (§+24) 3 b(z) = sgn (Qx—fgg) ; c(z) = sgn(z? - 9);
d(x) = sgn(2x2 + 5z — 3) .

26.10. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat!

a(w) = |z|172’ b(SC) = |:r|172 ; C(l’) = —2;:_;11‘.
26.11. Abrézoljuk az alabbi fiiggvényeket a [—4; 5] intervallumon:
a(z) = 52 blx) = =2t ofx) = T2 Jrtls,
2_
d(z) = 2=,

26.12. Vazoljuk az alabbi fliggvények grafikonjat:
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26 fejezet. Vegyes feladatok

c(z) = \/:1:+4\/:1:——i-1+5;

a(z) = /o[ + 2; b(z) = |-2¢/[el 1
d(:c):\/:c+3—4\/x—1; e(z) = |z + 1]+ ]z +2].
' c(z) = Va? — 4x.

26.13. Vazoljuk az alabbi fiiggvények grafikonjat
=/ —4a22 + 242 — 35;

a,.(x).: V—z?+ 4z — 3; b(x)

26.14. Abrazoljuk az alibbi fiiggvényeket a [0;1], majd a [—2;2] intervallumon, s allapitsuk
e(r) =

meg nagysagrendi viszonyaikat!
a(x) = x; b(z) = 2?; c(z) = x3; d(x) = 2*;
fx) = ¥/ g(x) = V;
26.15. Vazoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjat, s hatdrozzuk meg y tengelymetszetiiket!
3
a(w):—%s—f—l; b(z) = — (z=2)° 2) 43
c(z) = —g(z = 3)(x — 1)(z +2); d(fﬂ)Z(Sﬂ—l) (z +2);
e(z) = o3 + 222 — 3x; flz) = —z(x —2).
= |z* - 2; d(z) = |z — 2%

26.16. Vazoljuk az alabbi fiiggvények graﬁkonjat
c(x) =

a(x) = /x +5; b(x) = (z + )3—1

e(z) = |2 — 23|
26.17. Mi az 1. dbran lathaté a — ¢ harmadfoki polinomfiiggvények hozzarendelési szabélya?

Yy
LR(E
a
I o I
1 A Y
' i
| . \
1 D14
1 A
. ai i,
T ra V'
1 d r
l. x
A i/ 9 \. ] {
// 7 :5\
Zas! [l 4
/ V
1
1 A

26.17.1. abra.

26.18. Vazoljuk az alabbi fiiggvények graﬁkonjat'
2
bo) = 5=t

x3—1 .

a(z) = =
26.19. Vazoljuk az aldbbi fiiggvények grafikonjat, s hatdrozzuk meg értékkészletiiket!
a(x) =2z — 1|+ 3|z — 2| + 4|z — 3| + |z — 4], xe[ 6;8];
b(x) = 2z(x — 1)(x — 2), € [0,3;3];
€ [-5,2;2,2];
€ [1,8;8,1].

=z(r—2)(x+5)+1,

)
)
c(x)

d(x) = (z = 2)(z — 4)(z — 6)(z - 8),

Mi az 1. abran lathat6é a — ¢ polinomfiiggvények hozzarendelési szabalya?

26.20.
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(S aR¢

Mo p-"

26.20.1. abra.

26.21. Oldjuk meg grafikus tton az aldbbi egyenlotlenségeket :
b) 2sgn() > [a]: ¢) sgn’(z) < Jsgn(a)|:

a) sgn(x) < x;

d) sgn?(z) > sgn|x|!
26.22. Oldjuk meg algebrai és grafikus mddszerrel az alabbi egyenleteket:
c) [z — 3,7 =2z + 2,4!

a) [2z — 3] = 5; b) 2z — 3] = z;
26.23. Abrazoljuk az alébbi fiiggvényeket:

a(z) = [|z|}; b(z) = |[z]]; co(x) = {|=[}; d(z) = {z}|.
26.24. Hény rdcsponton megy at az aldbbi fiiggvények gorbéje? (A derékszogii koordinatarend-
szer P(x;y) pontjat akkor nevezziik rdcspontnak, ha x és y egész szam.)

a(x) = 3z, (x € [—100;100]); b(z) = 5 — 3, (z € [~100;100]);
c(x) = 3;:9, (x € [—20;20]); d(x) = g’ﬁf%,

e(x) = 222 + 3z — 1, (z € [-20;20]).
26.25. Az alabbi tablizatban minden szamot koordinatakkal jellemezhetiink, attdél fiiggden,
hogy a szam melyik sorban talalhaté, és a soron baliil balrdl szamitva hanyadik elem. Példaul a

8 koordinatéi (4;2). (A tablazat n. sordban n darab szdm van.)

1
2 3
4 ) 6
7 8 9 10
11 12 13 14 15  stb.

a) Melyik szdm koordinatéi (30;13)?
b) Melyik szam koordindtai (n;k) (k,n € Z*,k <n)?

c) Mik az 1000 koordinatdi?
26.26. A paratlan szdmokat a 26.25. feladathoz hasonléan tablazatba rendezziik. A tablazat-

ban minden szamot koordindtédkkal jellemezhetiink, attdl fiiggéen, hogy a szam melyik sorban
talalhatd, és a soron balill balrél szamitva hanyadik elem. Példaul a 15 koordinatai (4;2). (A

tablazat n. sordban n darab szdm van.)
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26 fejezet. Vegyes feladatok

1
3 )
7 9 11
13 15 17 19
21 23 25 27 29  sthb.

a) Melyik szam &ll a 21. sor kozepén?

b) Milyen szdm &ll az n. sor k. helyén (k,n € Z*,k <n)?
c) Szamitsuk ki a szazadik sorban 4ll6 szamok Osszegét!
d) Széamitsuk ki az els6 szdz sorban allé szamok Osszegét !

26.27. Haaz f(x) = 22242—3 polinomban az z helyébe egy méasik g(z) polinomot helyettesitiink,
akkor a h(z) = 2x* — 1223 + 322 4 452 + 25 polinomot kapjuk.

a) Hatédrozzuk meg a g(x) polinom egyiitthatéinak osszegét!

b) Hatarozzuk meg g(—1) értékét!

c) Hatérozzuk meg ¢(2) értékét!

d) Hatérozzuk meg a g(x) polinomot!

26.28. Adott két pont, A és B. Egy derékszogi koordindtarendszerben, amelyben az egység a
két tengelyen egyenld, a két pont koordinatai: A(3;2) és B(7;5). Sajnos, a koordindtarendszer
eltiint ; szerkessziik meg tjra a tengelyeket és az egységet!

26.29. Az f(z) = 323 — 2% — 62 + 2 kifejezés két helyettesitési értéke, f(1) = —2 és f(2) = 10,
ellentétes el6jelli. Hatdrozzuk meg f(z)-nek az [1; 2] intervallumba es6 zérushelyét két tizedesjegy
pontossaggal !

(Alkalmazzuk az intervallum-felezéses eljarast, melynek lényege a kovetkezd:

— meghatédrozzuk a kiinduldsul vett [a;b] intervallum felezépontjat, ez lesz c;

megvizsgaljuk az f(a) - f(c), f(c) - f(b) szorzatok el6jelét;

— ha pl. f(a)- f(c) <0, akkor az [a;c] intervallumban helyezkedik el a keresett gyok;
— igy az eljardst az [a; ¢] intervallummal folytatjuk (felezés, el6jelvizsgélat).

— Hasonl6an jarhatunk el f(c) - f(b) <0 esetén a [c;b] intervallummal.)

26.30. Adjunk meg olyan f fiiggvényt, amely a H = [0,1] intervallumon értelmezett, és
a) nincs maximuma; b) nincs maximuma, de korlatos!

26.31. Adjunk meg olyan f fiiggvényt, amely minden valds szamra értelmezve van, és minden
valos értéket pontosan kétszer vesz fel!

26.32. Adjunk meg olyan fiiggvényt (leképezést, transzforméciét), amely az A ponthalmazt
kolesénosen egyértelmiien leképezi a B halmazra!
a) A = egy 10 cm hosszisagu szakasz pontjai,
B = egy 20 cm hosszlusigu szakasz pontjai;
b) A = egy 10 cm hosszisagu szakasz pontjai,
B = egy 20 cm atmér6ji félkoriv pontjai;
c) A= egy 10 cm a&tmér6ji zart korlemez pontjai,
B = egy 20 cm atméréji zart korlemez pontjai;
d) A = egy 10 cm hosszusagu félig zart szakasz pontjai,
B = egy egyenes pontjai;
e) A= egy 10 cm hossztsagu félig zart szakasz pontjai,
B = egy félegyenes pontjai.
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26 fejezet. Vegyes feladatok

26.33. Az f figgvény értelmezési tartomanya a [—a,a| intervallum (a € R). Igaz-e, hogy f
felbonthaté egy paros és egy paratlan fliggvény Osszegére?

26.34. Bontsuk fel egy paros és egy paratlan fiiggvény Osszegére az alabbi fliggvényeket !

a(r) = -2z + 3; b(z) =2(x — 3)% — 4; c(z) = 2;?15’ x# +1;

26.35. Igaz-e, hogy ha f szigoriian monoton, akkor f o f szigorian névekvé?

26.36. Az f fiiggvény értékkészlete Ry = [0;2], és f(f(2)) = 0. Igazoljuk, hogy f nem lehet
szigorian monoton fliggvény!

26.37. Van-e olyan (nem azonosan 0) f(z) polinomfiiggvény, melyre teljesiil, hogy minden egész
x-re

a)a- fle—1)=(e+1)- f(2); b) (x—1)- fla+1) = (¢ +2) - f(x)?

26.38. Az f(z;y) kétvaltozos fiiggvény valtozéi pozitiv egész szamok. A fliggvényre hdrom
tulajdonsag teljesiil:

L flasy) = fly;2); 2. fzyz) = x; 3. flmx +y) = fl;y).
Mennyi lehet f(5;100), illetve f(2¥;n) (k € Z)?

26.39. Van-e olyan, a valds szamokon értelmezett folytonos f fiiggvény, amely racionalis helyen
irracionalis, irraciondlis helyeken racionalis értékeket vesz fel?
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27. FEJEZET
Linearis programozas

27.1. (M) Egy bulira idit6t és szendvicset vasarolunk, mindkett&bél legalabb nyolcat. Legalabb
maésfélszer annyi iiditét, mint szendvicset. Az iidité 80 Ft-ba, a szendvics 60 Ft-ba keriil. Osszesen
1800 forintunk van.

a) Legfeljebb mennyit vasarolhatunk az egyes termékekbdl?

b) Osszesen legfeljebb mennyit kélthetiink, ha csak ezekre a termékekre koltiink ?

c) Van-e folosleges feltétel ?

d) Ha van hogyan kell megvéltoztatni, hogy befolydsolja a kérdéses tartomanyt, illetve a
megoldast ?
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27 fejezet. Linearis programozas
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Segitség, itmutatas

1. Grafikonok

A fejezetben a statisztikai adatokat a KSH kiadvanyaibdl valogattuk.
Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

2. Geometriai transzformaciok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

3. Geometriai transzformaéciok (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

4. Linearis fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

5. Linearis fiiggvény (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

6. Abszolutérték fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

7. Abszolutérték fiiggvény (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

8. Masodfoku fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

9. Masodfokn fiiggvény (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

10. Racionalis tortfiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.
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Segitség, utmutatas

11. Raciondlis figgvény (teszt)

11. Racionilis fiiggvény (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

12. Négyzetgyok fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

13. Négyzetgyok fiiggvény (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

14. ElGjel, tortrész, egészrész

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

15. Elgjel, tortrész, egészrész (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

16. Fiiggvénytranszformaciok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

17. Fiiggvénytranszformacidk (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

18. Osszetett fiiggvények

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

19. Osszetett fiiggvények (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

20. Tulajdonsagok, miiveletek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

21. Tulajdonsagok, miiveletek (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

22. Grafikus megoldas

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.
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23. Grafikus megoldds (teszt)

Segitség, utmutatas

23. Grafikus megoldas (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

24. Figgvénykapcsolatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.

25. Fiiggvénykapcsolatok (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

26. Vegyes feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

27. Linearis programozas

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.
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Segitség, utmutatas 27. Linedris programozds
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Megoldasok

1. Grafikonok

A fejezetben a statisztikai adatokat a KSH kiadvanyaibdl valogattuk.
Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

2. Geometriai transzformaciok

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

3. Geometriai transzformacidk (teszt)

3.1. B
A, C, D E— 2.1.

3.2. C
A,B,D,E — 22

3.3. C
A,B,D,E — 23.

3.4. E
A, B, C, D — 24, 2.5.

3.5. D
A, B,C,E — 26.

3.6. E
A,B,C,D—2T.

3.7. E
A, B, C, D - 28.

3.8. D
A, B,C,E — 29

3.9. D
A, B,C,E — 29

3.10. C
A, B,D,E — 20.

3.11. B
A, C, D, E — 2.11.
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Megoldasok

4. Linedris fligguény

3.12. D
A, B, C, E — 2.13.

3.13. B
A, C, D, E — 2.14.

3.14. E
A, B, C, D — 2.16.

3.15. C
A,B,D,E — 2.17.

4. Linearis fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

5. Linearis fliiggvény (teszt)

5.1. D
A B, C E — 4.1.

5.2. D
A B, C E — 4.1.

5.3. D
A B, C E — 4.1.

5.4. C
A,B,D,E — 4.1.

5.5. A
B,C, D,E — 4.1.

5.6. B
A, C,D,E — 4.4, 45, 4.6, 4.7.

5.7. C
A, B, D, E — 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.16.

5.8. D
A, B, C, E — 4.10.

5.9. B
A, C,D, E — 4.11, 4.12.

5.10. C
A, B, D, E — 4.11, 4.12.

5.11. C
A, B, D, E — 4.14, 4.24.

5.12. C
A, B, D, E — 4.14, 4.24.
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6. Abszolutérték fiigguény Megoldasok

5.13. C
A,B,D,E — 4.5, 4.7.

5.14. D
A, B, C, E — 4.16, 4.18.

5.15. D
A, B, C, E — 4.14, 4.24, 4.16, 4.17, 4.18.

5.16. C
A, B, D, E — 48, 4.9.

5.17. C
A, B, D, E — 4.20.

5.18. B
A, C, D, E — 4.26.

6. Abszolutérték fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

7. Abszolutérték fiiggvény (teszt)

7.1. C
A, B,D,E — 6.7, 6.8.

7.2. D
A, B, C, E — 6.1, 6.2, 6.3.

7.3. E
A, B, C,D — 6.4, 6.5.

7.4. D
A, B,C,E — 64, 6.5.

7.5. E
A, B, C,D — 6.9.

7.6. D
A, B, C, E — 6.10, 6.14.

7.7. C
A, B, D, E — 6.11, 6.12.

7.8. B
A, C, D, E — 6.13.

79. B
A C,D,E — 6.16, 6.17.

7.10. C
A, B, D, E — 6.20.
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Megoldasok

8. Mdsodfoku fligguény

8. Masodfoku fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

9. Masodfokn fiiggvény (teszt)

9.1. B
A, C, D, E — 82, 83, 8.4, 8.6, 8.7.

9.2. E
A, B, C,D — 8.9, 8.10.

9.3. E

9.4. C
A, B,D,E — 89.

9.5. C
A, B, D, E — 8.10.

9.6. E
A, B,C,D,E — 811.

9.7. C
A, B, D, E — 8.12, 8.14, 8.15.

9.8. C
A, B, D, E — 8.16, 8.17, 8.18.

9.9. C
A,B,D, E — 8.10.

9.10. D

9.11. D
A, B, C, E — 8.20, 8.21.

9.12. D
A, B, C,E — 822
10. Racionalis tortfiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

11. Racionilis fiiggvény (teszt)

11.1. C
A, B, D, E — 10.4, 10.5, 10.6, 10.7.

11.2. B
A, C,D,E — 10.38.
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12. Négyzetgyok figgvény Megoldasok

11.3. E
A, B, C, D — 10.9, 10.10, 10.11.

11.4. B
A, C,D, E — 10.13, 10.14.

11.5. D
A, B, C, E — 10.9, 10.10, 10.11.
12. Négyzetgyok fiiggvény

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

13. Négyzetgyok fiiggvény (teszt)

13.1. C
A, B, D, E — 121, 12.7, 12.8.

13.2. D
A, B, C,E — 12.2, 12.6.

13.3. D
A, B, C, E — 12.3, 12.4, 12.5.

13.4. D
A, B, C, E — 12.7, 12.8, 12.9.

13.5. B

13.6. D

A, B, C, E — 12.9, 12.10.
14. ElGjel, tortrész, egészrész
14.3. Léasd az 1. abrat!

14.6. Lasd az 1. 4brat!

15. ElGjel, tortrész, egészrész (teszt)

15.1. C
A, B, D, E — 14.3, 14.4, 14.5, 14.6, 14.7, 14.8.

16. Fiiggvénytranszformaciok

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

17. Fiiggvénytranszformacidk (teszt)

17.1. C
A, B, D, E — 16.3, 16.4.
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Megoldasok 17. Figgvénytranszformdciok (teszt)

Y
0
A
2
x
587458 HR088 57 B85 SRd ) y (
2
4
14.3M.1. é4bra.
Y
2
> T

o

14.6M.1. 4bra.
17.2. E
A, B, C, D — 16.5, 16.6.

17.3. B
A, C, D, E — 16.5, 16.6.

17.4. B
A, C, D, E — 16.7, 16.8, 16.9, 16.10, 16.11.

17.5. B
A, C,D, E — 16.12, 16.13.

17.6. D
A, B, C, E — 16.12, 16.13.

17.7. A
B, C, D, E — 16.12, 16.13.

17.8. D
A, B, C, E — 16.12, 16.13.

17.9. C
A, B, D, E — 16.12, 16.13.
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18. Osszetett fiigguények Megoldasok

17.10. C
A, B, D, E — 16.14.

17.11. D
A, B, C, E — 16.15, 16.16.

17.12. C
A, B, D, E — 16.18, 16.19, 16.20, 16.21, 16.22, 16.23.

17.13. B
A, C, D, E — 16.18, 16.19, 16.20, 16.21, 16.22, 16.23.

18. Osszetett fiiggvények

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

19. Osszetett fiiggvények (teszt)

19.1. C
A, B, D, E — 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.5, 18.6, 18.7.

19.2. C
A, B, D, E — 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.5, 18.6, 18.7.

19.3. B
A, C,D, E — 18.9.

19.4. B
A, C,D,E — 18.14.

19.5. C
A, B, D, E — 18.11.

20. Tulajdonsagok, miiveletek

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

21. Tulajdonsagok, miiveletek (teszt)

21.1. D
A, B, C, E — 20.1.

21.2. D
A, B, C, E — 20.3.

21.3. C
A, B, D, E — 20.4, 20.5, 20.6.

21.4. B
A, C, D, E — 20.7, 20.13, 20.14.
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Megoldasok 22. Grafikus megoldds

21.5. B
A, C, D, E — 20.8, 20.9, 20.10.

21.6. B
A, C, D, E — 20.8, 20.9, 20.10.

21.7. D
A, B, C, E — 20.15.

21.8. D
A, B, C, E — 20.25, 20.26.

21.9. C
A, B, D, E — 20.18, 20.19, 20.20, 20.21, 20.22.

21.10. A
B, C, D, E — 20.27, 20.28, 20.29, 20.30, 20.31.

21.11. C
A, B, D, E — 20.32.

21.12. C
A, B, D, E — 20.32.

21.13. E
A, B, C,D — 20.33.

21.14. E
A, B, C, D — 20.34.

22. Grafikus megoldas

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

23. Grafikus megoldéas (teszt)

23.1. B
A, C,D,E — 22.1.

23.2. D
A, B, C, E — 222, 22.3, 22.4.

23.3. C
A, B, D, E — 22.2, 22.3, 22.4, 22.5.

23.4. C
A, B, D, E — 22.6, 22.7.

23.5. D
A, B, C, E — 22.11, 22.12, 22.13.

23.6. C
A, B, D, E — 22.15.
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24. Figguénykapcsolatok Megoldasok

23.7. C
A, B, D, E — 22.14.

23.8. C
A, B, D, E — 22.14.

24. Figgvénykapcsolatok

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

25. Fiiggvénykapcsolatok (teszt)

25.1. B
A, C, D, E — 244.

25.2. D
A, B, C, E — 248, 24.9.

25.3. C
A, B, C, E — 24.12.

25.4. B
A, C,D,E — 24.17.

25.5. D
A, B, C, E — 24.20.

25.6. D
A, B, C, E — 24.25.

25.7. B
A, C,D,E — 24.34.

25.8. B
A, C,D, E — 24.27.

26. Vegyes feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

27. Linearis programozas

27.1. Legyen a megvasarolt uiditék szama x; a szendvicseké y. A feltételek szerint:

x > 8,
y = 38
3
T Z 5?/’
80z + 60y < 1800.

Keressiik meg az egyes egyenl6tlenségek megoldashalmazat a koordindtarendszerben! Az elsé
két egyenl6tlenség megoldédshalmaza az 1. abran, az utolsé kett6é pedig a 2. dbran lathaté.
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Megoldasok 27. Linedris programozds
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27.1M.1. abra.

A négy egyenlétlenség kozos megoldashalmaza a 3. dbran sziirkén jelolt ABC haromszog
tartomany. Ennek egyes csticsait az alabbi egyenletrendszerek megoldasa adja:
A: B: C:
dr+3y =90 y =38 dr + 3y =90

v =3y @ =3y y =8
A(15,10) B(12,8) C(16.5,8)

a) Az &brardl leolvashaté, hogy legfeljebb 16 idit6t vehetiink. 16 iidit6t csak gy vehetiink,
hogy mellé 8 szendvicset vesziink. Szendvicsb6l maximum 10-et vasarolhatunk, ennyit akkor, ha
mellé 15 iiditot vesziink.

b) CEL az (z+1%) mennyiség legnagyobb értékének meghatarozésa azokra az (x,y) egészekbél
allé parokra, amelyek teljesitik a fenti négy feltételt, azaz (r,y) a hdromszog tartomany racspon-
tja. A 3. dbran az = + y fiiggvény néhany szintvonalét is barajzoltuk, azaz néhiny x + y = ¢
egyenletli egyenest. Meg kell hatdroznunk azt a legnagyobb c értéket, amelyre az egyenesnek
van kozos pontja a haromszog tartomannyal. Lathatd, hogy ez az az egyenes, amely atmegy a
hatomszog (15,10) csicsan, azaz a ¢ = 25 értékhez tartozé egyenes. Tehat legfeljebb 15 darab
iditot és 10 darab szendvicset vasarolhatunk.

c-d) Az abrérdl leolvashatd, hogy = > 8 feltétel nem befolyasolja a tartomanyt. Ha = > 12
akkor a tartoméanyt, ha x > 15 akkor a megoldést is befolyasolja a feltétel.
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27. Linedris programozds Megoldasok

<

4x

/ g

XS
%%

27.1M.2. abra.

27.1M.3. abra.
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Megoldasok 27. Linedris programozds
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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